Frich Christian Wittmann

bjekte — Operationen — Wirkungen:

Das operative Prinzip in der Mathematlkdldaktlk

Wir haben die Wahbrheit nicht,
sondern sie will durch Handeln
gewonnen sein.

H. Weyl (1885-1955)

In diesem Beitrag méchte ich versuchen,
den allgemeinen Rahmen des vorangehenden
Aufsatzes von Hans Aebli mit Inhalt zu fiillen,
und dabei das herausarbeiten, was ich aus der
Sicht der Mathematikdidaktik fiir den Kern des
operativen Prinzips halte. Dieser Kern ist tief in
der mathematischen Erkenntnistitigkeit ver-
wurzelt, trat mit der Entwicklung des Grup-
penbegriffs im 19. und 20. Jahrhunderts immer
deudlicher in Erscheinung und wurde von Jean
Piaget bei der Entwicklung seiner epistemolo-
gischen und psychologischen Theorie bewufit

verarbeitet.

Ich méchte mit einigen Beispielen aus All-
tag und Schule beginnen (Abschnitte 1, 2), dann
das operative Prinzip allgemein formulieren
(Abschnitt 3), anschlieflend zeigen, wie man
mit dem Prinzip praktisch arbeiten kann (Ab-
schnitt 4) und abschlieffend (Abschnitt 5) eini-
ge wichtige Spezialfille anfiihren.

1

Operative Vorgehensweisen
im Alltagsleben

Ich beginne mit drei alltiglichen Situatio-
nen, weil Beispiele aus diesem Bereich erstens
fiir das operative Prinzip sehr illustrativ sind
und zweitens seine Natiirlichkeit belegen.

Episode 1:

Ein etwa 1%-jihriger Junge sitzt wihrend
einer Weithnachtsfeier auf dem Schof seines Va-
ters mitten in einer groflen Runde um den
Tisch in einem nur durch Kerzen beleuchteten
Raum. Vor ihm, aber auflerhalb seiner Reich-
weite, steht eine brennende Kerze. Ein dlteres
Kind beugt sich von der gegeniiberliegenden
Seite nach vorne und blist die Kerze aus. Der
Junge beobachtet dies und sicht auch, wie je-
mand die Kerze wieder anziindet. Nun méchte
er die Kerze ausmachen: Er faucht, die Kerze
brennt weiter, er faucht kriftiger, wieder ohne
Erfolg, er brummt, er bewegt den Oberlérper
nach vorne, dann zur Seite, er schligt mit den
Hinden auf den Tisch usw. Er zieht gewisser-
maflen alle ihm zur Verfiigung stehenden
Handlungsregister. Die Versuche werden tiber
eine Viertelstunde in allen méglichen Variatio-
nen ohne Erfolg wiederholt. Dann erst verliert
der Junge das Interesse.

Episode 2:

Eine Kindergirtnerin fragt zwel 6jihrige
Kinder, ob sie von einem Kinderbuch (mit ca.
30 Seiten) ,,genau die Mitte* angeben konnten.
Die Kinder probieren verschiedene Ideen aus.
Zuerst legen sie das Buch auf den Tisch und
schitzen, wo die Mitte sein kdnnte. Dann
schlagen sie das Buch auf und priifen, ob ,,beide
Teile® gleich dick sind. Sie blattern einige Seiten
nach vorwirts und nach riickwirts um und
priifen erneut. Diesen gesamten Vorgang wie-
derholen sie. Die Kindergirtnerin fragt nach,
ob sie sicher seien, dafl das die Mitte sei. Die
Kinder iiberlegen. Plétzlich nimmt eines der
Kinder das Buch, stellt es vertikal auf und
klappt Schritt fiir Schritt zuerst den Vorderdek-
leel und den Hinterdeckel nach unten, dann das
erste und das letzte Blatt, dann das zweite und
das vorletzte usw., bis es schliefilich ein vertika-
les Blatt iibrig behilt: ,Das ist die Mitte®.

Episode 3:

Die Vortrige des Dortmunder mathemati-
schen Kolloquiums finden in einem Horsaal
mit 3 x 3 = 9 Tafeln statt, die durch 2 x 9=18
Knopfe elektrisch auf- und abbewegt werden
konnen. 12 dieser Kndpfe befinden sich auf ei-
ner Pylone zwischen der linken und mittleren
Tafelgruppe, die restlichen 6 auf einer Pylone
zwischen der mittleren und rechten Tafelgrup-
pe. Es ist immer interessant zu beobachten, wie
sich Neulinge in dieser anfinglich verwirrend
erscheinenden Anordnung von Knopfen zu-
rechtfinden. Manchen gelingt es, das System
bis zum Ende des Vortrags vollkommen zu ver-
innerlichen. Die meisten Vortragenden kom-
men mit sofortiger Korrektur von Fehlversu-
chen iiber die Runden. In seltenen Fillen wird
Hilfe von auflen benétigt. Die einheimischen
Mathematiker beherrschen das System teilwei-
se perfekt. Einige sind in der Lage, mit siche-
rem Griff bis zu sechs Tafeln gleichzeitigin der
gewiinschten Weise zu bedienen.

Was : Zelgen dlese Bmspxele’ , L
,Jede der drei Eplsoden verkorpert emen'
Aspeke der Plagetschen Theorie: Das erken-
nende Subjeke wirkt durch seine Handlun-
‘gen auf Gegenstande einund beobachtet die -
Wirkuneen seiner Handlungen (Episode 1.
Bekannte Wirkungen werden antzipier end
Zur Erreichung bestimmter Ziele eingesetzt
‘(Eplsode 2). Wissen ist keine vorgefértigte
‘Sache, sondern wird vom erkennenden
Subiekt in Wechse]wnkung rmt der Reahtat
konstruiert (Episode 3).

Bildfolge zu Episode 2
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Operative Vorgehensweisen
im Mathematikunterricht

Von Alltagssituationen fithit ein nahtloser
Ubergang zu einer Hierarchie mathematischer
Situationen, die auf der untersten Stufe konkret
reprisentierte Objekte und auf den héheren
Stufen immer abstraktere und komplexere
symbolisch dargestellte Objelste beinhalten.

Die operative Vorgehenweise zieht sich
durch die gesamte Hierarchie, auch wenn dies
auf den h6heren Stufen nicht mehr so augenfil-
lig ist. Betrachten wir dazu Beispiele aus ver-
schiedenen Schulstufen.

Beispiel 1 (Primarstufe): Arithmogons
Schillern im 2. Schuljahr werden in Form
von Gruppenunterricht dreigliedrige Arithmo-
gone vorgelegt (vgl. dazu den Beitrag von G.
Walther in diesem Heft). Dies sind Dreiecke,
_deren Ecken mit kreisférmigen Feldernund de-
ren Seiten mit viereckigen Feldern versehen
sind. In den viereckigen Feldern stehen Zahlen.
In die Kreise sollen Plattchen so gelegt werden,
dafl die Zahl der Plittchen in je zwei Kreisen
zusammen gerade gleich der Zahl des dazwi-
schenstehenden Vierecks ist. Betrachten wir
ein Beispiel.

Kreis' 1

24 27

Kreis 2 21 | Kreis 3

Zur Losung probieren die Kinder.
Sie legen etwa 12 Plittchen in Kreis 1, miissen
dann 12 Plittchen in Kreis 2 legen, um die Zahl
24 zu rechtfertigen. Wegen der Zahl 21 muf in
Kreis 3 die Zahl 9 gelegt werden. Die Kontrolle
fiir die Kreise 1 und 3 zeigt, da 9 + 12 = 21,
nicht, wie verlangt, 27 ist. Die Kinder verin-
dern nun die Anzahl der Plittchen in Kreis 1
z. B. auf 10. Fiir Kreis 2 folgt 14, fiir Kreis 3 die
Zahl 7. Nun ist 10 + 7 = 17. Der Versuch ist
schlechter als der vorhergehende. Also wird ei-
ne erncute Korrektur in Kreis 1 erforderlich,
z. B. auf 14 Plittchen.

Dann folgt fiir Kreis 2 die Zahl 10, fiir Kreis
3 die Zahl 11 und 14 + 11 =25, nahe an 27. Wei-
tere Versuche fithren schliefSlich auf die Lo-
sung: 15 Plattchen in Kreis 1, 9 in Kreis 2, 12 in
Kreis 3. Bei den Versuchen fillt folgendes auf:
Wenn die Anzahl der Plittchen in Kreis 1 um 1
erhsht wird, mufl manin Kreis 2 um 1 erniedri-
gen und in Kreis 3 um 1 erhéhen. Insgesamt
wiichst die Summe der Anzahlen der Plittchen
in Kreis 1 und Kreis 3 um 2.
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Beispiel 2 (Sekundarstufe T)

Ein Stiick Papier (oder diinner Karton) von
Postkartengrofie wird einmal gefaltet. Mit der
Schere werden zwei Schnitte gelegt, die zusam-
men mit der Faltkante ein Dreieck ergeben.
Anschlieflend wird auseinandergefaltet. Es ent-
steht ein Viereck mit einer Symmetrieachse,
ein Drachenviereck.

Ein operatives Experiment
zum Unterschied zweier

natiirlicher Zahlen

Von A. Henriques-Christophoridis
(Genf) stammt das folgende psychologische
Experiment fiir das Alter 6-8 Jahre, mit dem
man erforschen kann, ob ein Kind ein ope-
ratives Verstandnis des Begriffs ,,Unter-
schied zweier Zahlen“ erreicht hat.

Das Kind sitzt dem Interviewer gegen-
iiber. Der Interviewer legt vor sich eine Rei-
he von ca. 8 Plittchen und fordert das Kind
auf, ebenso viele Plittchen vor sich aufzurei-
hen. Das Kind wird gebeten zu begriinden,
warum es in beiden Rethen gleich viele Plitt-
chen sind.

Anschlieflend deckt der Interviewer
oder das Kind eine Reihe mit einem Karton
ab, nimmt eine Anzahl von Plittchen (1, 2
oder 3) unter den Karten hervor und legt sie
zur anderen Reihe. Das Kind wird gefragt:
»Wie viele habe ich (bzw. hast du) jetzt mehr
als du (bzw. als ich)?“ Die Kontrolle erfolgt
durch Aufdecken des Kartons. Der Inter-
viewer fragt zum Schluf}, wie es kommt,
dafl bei einem Wechsel von 1, 2, 3, Plittchen
ein Unterschied von 2, 4, 6 herauskommt.

Das Experiment ist typisch operativ,
weil nicht nur untersucht wird, wie grof§ der
Unterschied ist, sondern auch, wie er sich

bei gewissen Transformationen verindert.

Folgende Fragen ergeben sich:

Welche Eigenschaften werden einemn Drachein-
viereck durch dieses Herstellungsverfahren
aufgeprigt?

Welche verschiedenen Formen kann ein Dra-
chenviereck haben?

Wie mufl man schneiden, damit alle vier Seiten
gleich lang werden? Kann man auch ein Qua-
drat erhalten?

Fiir die Beantwortung dieser Fragen werden
die Schiiler titig: Sie falten, schneiden, priifen,
variieren ihre Faltungen und Schnitte, priifen
erneut usw.

(Fiir weitere Beispiele vgl. den Beitrag von W.
Jundt in diesem Heft.)

Beispiel 3 (Sekundarstufe 1)

Im 9./10. Schuljahr werden quadratische
Funktionen behandelt. Es gehért zum didakti-
schen Standard, den Graphen einer quadrati-
schen Funktion aus der Normalparabel, dem
Graphen der Funktion y = x2, zu gewinnen.
Dieses Vorgehen ist natiirlich operativ, denn
man fiihrt algebraische Verinderungen an den
Funktionsterm aus und studiert, wie sich diese
auf die Graphen auswirken:

2

y=x z

transformieren:
Dehnung der Nor-
malparabel mit
Faktor 2 in Rich-
tung der y-Achse

iny=ax

2 transformieren:

y=ax’iny = -ax
Spiegelung an der
x-Achse

2 transformieren:

y = ax?in y = a(x-c)?
Verschiebung um
¢ in Richtuag der

x-Achse

y =a(x-c)?iny =a(x-c)? + d
transformieren:
Verschiebung um d
in Richtung der
y-Achse.

Besonders wirkungsvoll sind diese Operatio-
nen, wenn man sie auf dem Bildschirm eines
Computers verfolgen kann.

Beispiel 4 (Sekundarstufe II)

Das Riemann-Integral einer Funktion f auf
einem Intervall [a, b] wird von unten bzw. von
oben durch Unter- bzw. Obersummen appro-
ximiert. Bei der Suche nach einer Verbesserung
der Approximation entdeckt man, dafl bei Ver-
feinerung der Invervallzerlegung Untersum-
men monoton zu-, Obersummen monoton ab-
nehmen. Damit hat man ein Mittel zur Verbes-
serung der Approximation.
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Das operative Prinzip
Den didaktischen Kern der Beispiele der er-
sten beiden Abschnitte mochte ich als operat-

ves Prinzip der Mathematikdidaktik folgender-
maflen formulieren (Wittmann 1983):

Objekte erfassen bedeutet, zu erforschen,
wie sie konstruiert sind und wie sie sich
verhalten, wenn auf sie OEeratlonen (']}a.ns—
formanonen, Handlungen, .. Jausge-
“ibt -werden. Dahel muf} mayn im Lem-
oder Erkenntmsprozefﬂ n systematlscher

Weise -
(l) untersuchen welche Ogeratlonen aus-

fithrbar und ‘wie sie rmtemander ver-

knupft smd

'(2) hm ausfmden, welche E1genschaften,
' und Bezichungen den Objekten durch
Konstru ktlon ufgeprag‘g wer den, .

(3) beobachten Welche \X/lrkungen Opera— '
tionen auf Elgenschaften und Beziehun-
oen der Ob]ekte h ben (\X/as geschleht

_ mit.. . wenn. - 0

Die Natur der ,,Objekte® ist in dieser For-
mulierung absichtlich offen gelassen. Daher er-

serecke sich das operative Prinzip von materiel-
len oder konkret dargestellten Objekten tiber
abstrakte Objekte, strukturierte Mengen bis
herauf zu ,Kategorien“ von Strukturen. (Vgl.
dazu auch Griffiths/Howson 1974, p. 210).

Das operative Prinzip widerspiegelt einen
fundamentalen Dualismus unserer Erkenntnis-
titigkeit: Wir nehmen einerseits statische (oder
wenigstens voriibergehend statische) Elemente
wahr, nimlich Objekte; andererseits wirken
wir auf sie verindernd ein bzw. beobachten
Prozesse, die sich aus ihrer Eigendynamik bzw.
ihrer Dynamik innerhalb eines umfassenderen
Systems ergeben. Dieser Dualismus driickt
sich auch in unserer Sprache aus. Nomina be-
zeichnen Objekte, Verben bezeichnen Hand-
lungen und Prozesse.

4
Zur praktlschen Anwendung
des operativen Prinzips

Didaktische Analysen im Sinne des opera-
tiven Prinzips sind kein Selbstzweck, sondern
sie sollen den Weg fiir einen Unterricht eroff-
nen, bei dem die Schiiler an geeignetem Mate-
rial handelnd titig werden und dabei Erkennt-
nisse gewinnen und anwenden. Damit die Akti-

vititen der Schiiler spezifisch angeregt werden
konnen, bedarf es einer Kenntnis des ,,operati-
ven Gehalts“ des betreffenden Themas. Andrei
Stellen kann die didaktische Analyse ansetzen:

— Von Objelten ausgehend kann man nach in-
teressanten Operationen suchen und studie-
ren, welche interessanten Wirkungen sie ha-

ben
Beispiel 1:  Objekte: Briiche
Operationen: Vergrofiern/Ver-
kleinern des
Zihlers, des
Nenners, Er-
weitern/Kiirzen,
Addition eines
Bruches, Multi-
plikation mit
einem Bruch
usw.
Untersuchung der Wirkungen
auf den Wert der Briiche (Vgl.
hierzu die Arbeitsblitter auf
5. 35/36.)
Beispiel 2:  Objekte: Natiirliche Zah-

len, dargestellt
durch Plittchen
auf dem Rechen-
brett,

In der Ebene erscheinen drei feste Punkte.

Ein Kreis zirkuliert véllig frei.

Skizze des mathematischen Films ,,Scharen von Kreisen“ von J. L. Nicolet

Ein Kreis geniefit drei Freiheitsgrade: sein Mit-
telpunkt ist in zwei Dimensionen beweglich,
und sein Radius variiert unabhingig von der
Lage des Mittelpunktes.

Scheinbar zufillig trifft die Peripherie mit
einem der Punkte zusammen. Der Kreis ist we-
niger frei als zuvor.

Er schwankt, sein Radius wichst, so dafl ein
zweiter Punkt mit einem Punkt der Peripherie
zusammenfillt. Der Kreis hat noch einen Frei-
heitsgrad verloren. Es bleibt ihm nur noch ein
einziger.

Sein Radius kann noch wachsen. Sein Mittel-
punkt verlagert sich als Funktion der Variation
des Radius auf einer Geraden. Schliefilich geht
der Kreis durch den dritten Punkt.

Fin weiter Kreis, der ebenso frei ist wie der
erste, macht shnliches durch wie der erste.

Er geht durch einen der drei Punkte,

dann durch einen zweiten, und fillt schliefllich

mit dem ersten Kreis zusammen.

Ein dritter und vierter und noch weitere Kreise
erscheinen im Innern des Kreises, der nunmehr
festgelegt 1st.

oder schneiden ihn

oder umschlieffen ihn véllig. Sie machen zahl-
reiche Verinderungen durch und gehen zuletzt
immer durch die drei festen Punkte;

dadurch fallen sie alle in einem einzigen Kreis
zusamumen,

A
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Operationen: Hinzufiigen/
Wegnehmen von
Plittchen, Ver-
schieben von
Plattchen von
einer Spalte in
eine benach-
barte.

Untersuchung der Wirkungen

Untersuchung der Wirkungen
auf die Anzahl der vollstindig
gefarbten Teildreiecke

(Vgl. hierzu den Beitrag tiber

das Spernersche Lemma,

S. 54/55 in diesem Heft).

— ‘Von einer Eigenschaft oder Beziehung aus-

gehend kann man fragen, bei welchen Ope- -

a} auf die Grofle der darge-
stellten Zahl, b) auf ihre Teil-
barkeitseigenschaften.

(Vgl. hierzu den Beitrag von
H. Winter in diesem Heft.)

— Non einer Operation ausgehend kann man -
fragen, auf welche Objekte sie sich bezieht
und studieren, ob sie auf interessante Eigen- |
- 'schaften und Bezichungen in interessanter

Weise wirkt. e
Beispiel 1:  Operation:  Achsenspiege-
gelung
Objekte: Figuren

Untersuchung der Wirkungen
auf Beziehungen von Figuren,
Liangenmafl, Winkelmafi,
Orientierung usw.

Beispiel 2:  Operation: ~ Umfirben einer
Ecke
Objekte: Zulissige Bele-

gung eines ,,sim-
plizial zerleg-
ten“ Dreiecks

rationen “angewandtauf die betreffenden -
Objekte sie sich interessant verhalt. (insbe- -

sondere invariant bleibt)

Beispiel 1:  Beziehung:  Grofiter gemein-
samer Teiler
zweier Zahlen

Objekte: Paare natiir-
licher Zahlen

Interessante Operation: Fiir

a > b ersetze man das Paar

(a,b) durch (a-b,b). Der ggT'

bleibt bei dieser Operation in-

variant.

(Vgl. dazu den Beitrag von

H. Kilian in diesem Heft.)

Beispiel 2:  Beziehung:  Tangente an
einen Kreis

Objekte: Paare (Gerade,

Kreis)
Interessante Operationen: Wie

kann man bei festgehaltenem
Kreis die Gerade oder bei
festgehaltener Geraden ‘den
Kreis verindern, so daf} die

Gerade Tangente bleibt?
(Vgl. hierzu den Beitrag von
G. Steinecke in diesermn Heft.)

Beispiel 3;  Eigenschaft:  Flicheninhalt
Objekte: Flichenstiicke

Interessante Operationen: Kon-

gruenzabbildungen lassen Inhalt
invariant, Zerlegungen in Teil-
flichen wirken auf Inhalt addi-
tiv, Erweiterungen von Flichen-
stiicken vergroflern den Inhalt

(Monotonie).

Ich habe in allen drei Fillen bewuflt das
Wortchen ,interessant”  eingeschoben, um
deutlich zu machen, daf§ das operative Prinzip
nicht blindlings angewandt werden darf. Es soll
dazu verhelfen, Ideen zu produzieren. Ob die
Produkte etwas taugen, muf} eigens bewertet
werden.

Die Anregung und Steuerung der Schiiler-
titigkeit im Sinne des operativen Prinzips er-
folgt — wie schon gesagt— durch geeignete Fra-
gen, Aufgaben und Probleme, wobei es darauf
ankommt, dafl Schiiler Material in die Hand
bekommen, an dem sie operieren kénnen. Als
Hlustration mdgen die Unterrichtsbeispiele
dieses Heftes dienen.

Eine Durchmusterungdes Lehrstoffs in der
Linie dieses Abschnitts st eine lohnende didak-
tische Aufgabe, die m. W noch nicht systema-
tisch in Angriff genommen worden ist.

Drehfolien

Gelegentlich méchte manim Unterricht
zwel oder mehr Arbeitstransparente dreh-
bar miteinander verbinden. Die einfachste
Verbindung mit Reiflzwecken ist hier
manchmal etwas listig: der ,Drehpunkt®
wirkt unangemessen groff; die Folien sind
immer erst wieder neu zusammenzustek-
ken; Mehrfachdrehungen um verschiedene
Zentren machen Schwierigkeiten . . . Eine
einfache Losung fand ich mit Hilfe kleiner
Patentdruckknopfe, die es in jedem Kurz-
warengeschift oder Kaufhaus gibt.

o

Die notwendige Lochung der Folien
Jafk sich bequem mit einem Fahrradventil
herausklopfen, das an der Schmalseite abge-
sigt wurde. (Eine heifle Stopfnadel tut es
ebenso.)

Die Winkelsumme im Dreieck

Aufeiner Grundfolieist ein Dreieck abgebildet. Die Winkel sind mit ,I%, ,, 1T bzw. ,,IIT“ be-
zeichnet. Noch unsichtbar liegen zwei Deckfolien mit demselben Bild tiber der Grundfolie.
Die erste Deckfolie ist im Mittelpunkt einer Dreiecksseite mit der Grundfolie drehbar verbun-
den, die zweite Deckfolie mit der ersten im Mittelpunkt einer anderen Seite.

Die Schiiler sollen vorab beschreiben, was passiert, wenn das Ausgangsdreieck je einmal
um die markierten Mittelpunkte gedreht wird. Nun, die drei kongruenten Dreiecke kommen
schlieflich so nebeneinander zu liegen, dafl der Anfang eines Parallelstreifens entsteht. Insbe-
sondere wird deutlich, wie die Winkel ,I*, ,II“ und ,III* nebeneinander kommen.

Erfahrungsgemaf} wirke diese Veranschaulichung auch auf schwiichere Schiiler so sugge-
stiv, dafl Verallgemeinerungen auf kompliziertere Parkette, etwa aus allgemeinen Vierecken,

mithelos gefunden werden konnen.

L. Fihrer
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Spezialfdlle des operativen

Prinzips

Um die Anwendungsbreite des operativen
Prinzips zu illustrieren, mochte ich abschlie-
Rend noch kurz auf einige besonders wichtige
spezielle Varianten eingehen.

Funktionales Denken

Als ,,Objekte” werden die Argumente ei-
ner Funktion mit einer oder mehreren Verin-
derlichen betrachtet, und es wird gefragt, wel-
che Wirkung die Verinderungen der Argu-
mente auf die Funktionswerte haben.

Die Befihigung der Schiiler zu funktiona-
lem Denken wird bereits im Meraner Lehrplan
von 1905 gefordert (vgl. hier den Beitrag vonL.
Fiihrer in diesem Heft).

Operatives Uben
H. Winter hat im Themenheft ,, Uben* (ml

H. 2/1984, S. 11) das Konzept des operativen
Ubens folgendermafien beschrieben: ,Gleich-
artige Ubungsaufgaben sollten im Sinne des
operativen Prinzips als systematische Variation
der Daten erzeugt werden, um dadurch Ge-
setzmifligkeiten zu erkennen und somit
Kenntnisgewinn zu erzielen.”

Beispiele zum operativen Uben finden sich
im Themenheft ,Uben“ und in diesem Heft
(S. 33 bis 36)

Das heuristische Prinzip der Geometrie von

K.-H. Hiirten

Dieses Prinzip lautet folgendermaflen
(Hiirten, S. 64): ,Bildet man eine Originalfigur
durch eine (oder mehrere) Abbildungen so auf
eine Bildfigur ab, dafl Original und Bild in ir-
gendeinem Zusammenhang stehen, so ist zu er-
warten, dafl man aus der Gesamtfigur einen
Lehrsatz ablesen kann.“ Der Aufsatz von Hiir-
ten erldutert das Prinzip an zahlreichen Beispie-
len.

Operative (konstruktive) Begriffsbildung
Ein Begriff wird nach dieser Methode da-
durch erschlossen, dafl man ein Verfahren zur

-
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1954, S. 34-37

Operative Beweise in der ,,Arithmetik der Spielstemne*

Am Anfang der griechischen Mathematik, vermutlich noch im 6. Jh. beginnend, steht eine
eigentiimliche Betrachrungsweise, die man als halb arithmetisch, halb geometrisch bezeichnen
kann. Sie benutzt Steinchen von gleicher Gréfie und Form (rund und quadratisch), mit denen
Figuren gelegt werden. Setzt man die Rethe der Quadratzahlen nebeneinander, so sieht man
leicht, daf jede aus der vorhergehenden durch Hinzufiigen eines Randes entsteht.

Dieser Rand, geometrisch eine Figur, die die Differenz zweier Quadrate . . . darstellt, heifit
griechisch Gnomon . . Bei den Quadratzahlen betrigt beim Ubergang von n? zu (n+1)? der
Gnomon: n+n+1=2n+1. Die Reihe der Gnomone . . . besteht also aus den ungeraden Zahlen

100
17 19 21 23

Umgekehrt ergibt natiirlich die Summierung der ungeraden Zahlen die Quadrate.. . . Geo-
metrisch entspricht dem die Herumlegung der Gnomone um die 1
(O. Becker, Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwicklung, Freiburg/Miinchen
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1+3+5 1+34+5+7

121 144 ... n?  (n+1)?

2n+1

Konstruktion der unter den Begriff fallenden
Objekte angibt und die diesen Objekten durch
die Konstruktion aufgeprigten Eigenschaften
untersucht.

(Vgl. Abschnitt 2, Beispiel 2)

Eine ausfiihrliche Darstellung gibt Vollrath
(1984, S. 103 f£.).

Operative Beweise
Beweise, bei denen die den Objekten durch

Konstruktion aufgeprigten Eigenschaften und
Beziehungen sowie deren Verhalten bei Opera-
tionen explizit ausgenutzt werden, nennt man
operative Beweise. Didaktisch interessant sind
vor allem operative Beweise an konkret oder
zeichnerisch reprisentierten Objekten. Mu-
sterbeispiele fiir operative Beweise sind die Be-
weise der Teilbarkeitsregeln im Beitrag von H.
Winter und der Beweis des Spernerschen Lem-
mas (S. 54/55) in diesem Heft.
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Operative Ubungen zur

1 Zerlegungen von Vielecken in Dreiecke

Die Verbindungsstrecken zweier nicht be-

Aufgabe 1:

nachbarter Ecken eines Vielecks heiflen Diago- Zerlege jedes der folgenden Vielecke durch sen ganz im Innern des Vielecks verlaufen und
nalen. Durch Diagonalen, die ganz im Innern  Diagonalen in Dreiecke. Die Diagonalen miis-  diirfen sich nicht schneiden.

des Vielecks verlaufen und sich nicht schnei-
den, kann man jedes Vieleck in Dreiecke zerle-
gen.

Beispiel: Zwolfeck

10 Teildreiecke
9 Diagonalen

Aufgabe 2
Bestimme fiir jedes der Vielecke die Anzahl der

Ecken, die Anzahl der Teildreiecke und die An-
zahl der gezeichneten Diagonalen.

Anzahl der Ecken 12

Fille die folgende Tabelle aus und fiihre sie
weiter, indem du selbst weitere Vielecke
wihlst.

Anzahl der Teildreiecke 10

Anzahl der Diagonalen 9

Whas fillt dir auf? Mufl das so sein? Uberlege.

2 Zerlegung von Quadraten in Quadrate

Dieses Quadrat

4 Teilquadrate 6 Teilquadrate

kann man zerlegen in:

13 Teilquadrate 19 Teilquadrate

zihle nach!

Aufgabe 1 :
Finde eine Zerlegung in 7 Teilquadrate und
eme 1n 8 Teilquadrate.

Aufgabe 2
Uberlege, wie du aus Quadratzerlegungen,

die du schon hast, neue Zerlegungen machen
kannst.

Aufgabe 3
Kannst du herausfinden, fiir welche Zahlen es

Zerlegungen gibt? Kannst du eine Zerlegung
in 2, eine in 3 oder eine in 5 Teilquadrate
finden?
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3 Kippbewegungen

ABCD ist eine Kiste in Seitenansicht, Sie
wird durch Kippen um die jeweils vordere
Grundkante von links nach rechts bewegt.

Wenn sie viermal gekippt ist, liegt sie ganz
rechts.

Aufgabe 1:
Pause die Kiste auf durchsichtiges Papier

durch und ahme den Kippvorgang auf der
Zeichnung nach.

Wo liegt die Kiste nach der ersten Kippung?
Wo nach der zweiten? Wo nach der dritten?

Aufgabe 2:
Marliere den Punkt A auf dem durchsichti-

gen Papier rot und beobachte, wie er sich auf
dem Weg von links nach rechts bewegt. Kon-
struiere die Bahn von A mit Zirlcel und Geo-
dreieck.

Zeichne die Walze wieder auf durchsichtiges
Papier und ahme die Kippungen nach.

Wie bewegt sich A jetzt?

Konstruiere die Bahn mit Zirkel und Geo-
dreieck.

D C D C
B
A . B A B
Anfangslage Endlage
Aufgabe 3: Aufgabe 4:

Beschreibe, wie sich die anderen Eckpunkte
und der Mittelpunkt auf ihrem Weg von links

nach rechts bewegen.

Nun wird eine Walze mit sechseclkigem Quer-
schnitt von links nach rechts bewegt.

A

Anfangslage

Endlage

4 Entdecke gleichschenklige Dreiecke

Aufgabe 1:
Finde alle Punkte auf der Geraden g, welche

die Strecke AB zu einem gleichschenkligen
Dreieck erginzen. Es ist dabei gleichgiiltig,
ob A oder B oder der dritte Punkt auf g die
Spitze des gleichschenkligen Dreiecks bilden.
Wenn du genau nachdenkst, findest du 3 pas-
sende Punkte auf g und entsprechend 3 gleich-
schenklige Dreiecke. Wir sagen: Die Gerade

g hat die Wertigkeit 3.

Aufgabe 2:
Zeige: Die Gerade h hat die Wertigkeit 5.

Aufgabe 3:

Wihle selbst einige Geraden und bestimme
deren Wertigkeit.

Aufgabe 4:
Woran liegt es, dafl Geraden eine unterschied-

liche Wertigkeit haben kénnen?

Aufgabe 5:
Gibt es auch eine Gerade mit der Wertigkeit

1? Eine mit der Wertigkeit 0? Fine mit der
Wertigkeit 6?

Aufgabe 6:
Lege dein Geodreieck auf die Zeichnung und

bestimme die Wertigkeit der Zeichenkante.
Beobachte wie sich die Wertigkeit indert,
wenn du das Geodreieck bewegst!
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Das operative Prinzip ist ein Satz von in-
nerlich zusammenhingenden didaktischen Re-
geln, die auf bestimmten Vorstellungen iiber
den Ursprung, das Wesen und das Ziel des
menschlichen Denkens beruhen. In diesen Vor-
stellungen ist der Begriff der Operation zentral,
und man kann mit einer gewissen Vereinfa-
chung sagen, daf} das operative Prinzip einen
Unterricht leitet, der das Denken im Rahmen
des Handelns weckt, es als ein System von
Operationen aufbaut und es schlieflich wieder
in den Dienst des praktischen Handelns stellt,
Die Ahnen dieses Gedanlkens sind John DE-
WEY und Pierre JANET, seine Viter Jean PIA-
GET und Lew WYGOTSKI.

Zur Geschichte des
Operationsbegriffs

Wie die Geschichte jedes grofien Gedan-
kens, so reicht auch die Geschichte des Opera-
tionsbegriffs weit in die westliche Geistesge-
schichte zuriick. HEGEL hat die Entwicklung
der Menschheit als ein schrittweises Bewuf3t-
werden ihres Handelns beschrieben, und
MARX hat diese BewufStwerdung auf die kon-
krete, 6konomische Titigkeit reduziert. DE-
WEY (1910, 1916/1964), der von HEGEL und
MARX ausgegangen ist, hat den Ursprung des
Denkens im Handeln gesucht, und Pierre JA-
NET (1935) hat diesen Gedanken auf die kind-
liche Entwicklung iibertragen. PIAGET hat
das Programm JANETS ausgefiihrt und in sei-
nen zahlreichen Schriften gezeigt, wie die
Handlungen des Kleinkindes zu Operationen
und seine einfachen, an Handlung und An-
schauung gebundenen Einsichten in die Wirk-
lichkeit zu natur- und sozialwissenschaftlichen
Begriffen werden. Diese Gedanken hat er in
Auseinandersetzung mit dem vier Jahre jiinge-
ren russischen Psychologen Lew WYGOTSKI
(1934) entwickelt, der seinerseits von der Ver-
innerlichung der Handlung zur Operation ge-
sprochen hat.

PIAGETs Theorie der
Operation

Fiir PIAGET (1936/1969) ist das Geistesle-
ben des Kleinkindes Wahrnehmen und Han-
deln. Das Denken entwickelt sich daraus in ei-
nem Prozef} der Transformation der Reprisen-
tationsmedien, der Abstraktion, des Beweg-
lichwerdens und des Systemaufbaus. Anstof§
zu diesen Entwicklungen sind die Ungleichge-
wichte, die aus dufleren oder inneren Ursachen
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im Kontext des Wahrnehmens und Handelns
stindig auftreten. Diese Ungleichgewichte
werden vom Kind selbstindig iiberwunden, in-
dem es seine Handlungsstrukturen und seine
Wahrnehmungen abstrakter und mobiler ver-
steht und die Elemente seines Tuns und seines
Wahrnehmens zu immer komplexeren Syste-
men integtriert. Diese Prozesse werden durch
die zunehmende Méglichkeit, Wahrneh-
mungs- und Handlungsstrukturen im Medium
der bloflen Vorstellung zu reprisentieren,
michtig gefdrdert (PIAGET 1947/1972).

So entstehen beim Sechsjihrigen zuerst Sy-
steme des konkreten operatorischen und beim
Zwolfjihrigen sodann Systeme des formal-
operatorischen Denlens. Dieses wird damit
zunehmend unabhingig von der Stiitze der
Wahrnehmung. Der Jugendliche lernt, in Zei-
chensystemen formal zu operieren und in lcon-
kreten, experimentellen Situationen allgemeine
und auch nur denkmégliche Strukturen zu
sehen und zu realisieren.

Das operative Prinzip
in der Didakuk

PIAGETs Deutung der Entwicklung kann
lernpsychologisch und damit auch didaktisch
interpretiert werden, wenn man auf die Annah-
me einer spontanen Entwicklung verzichtet
und an ihrer Stelle annimmt, daf} die Schule Be-
dingungen herstellen kann, die die kindliche
Alktivitit anregen und steuern und die oben ge-
nannten Verinderungen gezielt erméglichen.
So entstehen jene didaktischen Regeln, deren
Insgesamt man ein ,,operatives Prinzip“ nennen
kann. Wir entwickeln sie hier zum Teil von
PIAGET her, erweitern aber den theoretischen
Rahmen auch iiber diesen Autoren hinaus, wo
es der Begriindung und Rechtfertigung der Sa-
che dient (AEBLI 1983).

Gerade der Gedanke des Hervorgehens des
Denkens aus der Handlung bedarf einer verall-
gemeinerten Deutung. Es ist nicht so, daf} der
handlungsmiflige und wahrnehmungsmifiige
Ursprung des Denkens nur beim Kleinkind
aufzusuchen wire, derart, daf} sich das Den-
kenin der Folge verselbstindigen und seinen ei-
genen Entwicklungsgesetzen gehorchen wiir-
de. Das Handeln und das Wahrnehmen ist auch
fiir das iltere Kind, den Jugendlichen und den
Erwachsenen die Grundlage und die Urform
des geistigen Lebens. Auch die erwachsene Ge-
sellschaft beruht letztlich auf den 6konomi-
schen, politischen, kulturellen, auf soziale und
ideelle Gegebenheiten bezogenen Ernsthand-
lungen, die die Wirklichkeit nicht nur darstel-
len und deuten, sondern gestalten und verin-

Jas operative Prinzip

dern. Durch diese Handlungen bewiltigt der
Mensch die Bediirfnis- und Notsituationen, die
in seinem Leben auftreten, und er gestaltet auch
ohne den Druck der Not seine materielle und
geisige Welt in spontanen, kreativen Akten.
Diese Ernsthandlungen des ,,coping® und der
kreativen Gestaltung sind lebenslingliche An-
lisse und Quellen des Denkens. In einer ab-
strakten und in ihrer physikalischen Formulie-
rung verallgemeinerungsbediirftigen Form sagt
das auch PIAGET, wenn er Ungleichgewichte
im Handeln, Wahrnehmen und auch im Den-
ken selber zur Quelle der Entwicklungsfort-
schritte erklire. Wir setzen an die Stelle des Be-
griffs des Ungleichgewichts den DEWE Yschen
Begriff der Schwierighkeit und — in ihrer reflek-
tierten Form — denjenigen des Problems, wobei
wir aber sofort hinzufiigen, daf§ auch selbstge-
wihlte, keiner Not entspringende ,Vornah-
men“ (LEWIN), also Vorsitze, Pline, Projekte
diesen Problemcharakter haben kénnen, so-
bald dem Handelnden gewisse materielle oder
ideelle Mittel fehlen, um den Plan durchzufiih-

ren.

Damit ist das erste Element des operativen
Prinzips gegeben, das Prinzip der konkreten
und spezifischen Problemstellung:

(1) Anlisse des Denkens und Lernens sind

Probleme, die sich aus Bediirfnissituationen
- und aus Vornahmen des Handelns,

- Wahrnehmens und Deutens ergeben,

Am Anfang einer Lernsequenz mufs im
Prinzip immer eine derartige Bediirfnissitua-
tion oder eine derartige Vornahme (Absicht,
Plan, Projekt . . .) stehen. Dabei ist es wesent-
lich, daf} sowohl Bediirfnisse als auch Vornah-
men nicht blof materieller, sondern auch geisti-
ger Natur sein kdnnen. Mit SELZ (1922),
WERTHEIMER (1945/1964) und PIAGET
halten wir Liicken in der Wahrnehmung und
Deutung von vorliegenden Gegebenheiten,
ebenso wie in Handlungs~ und Denkplinen,
Widerspriiche in Deutungen und in Hand-
lungsabsichten, aber auch unnétige Komplika-
tionen (AEBLI 1981) fiir Quellen von Proble-
men.

Wenn aber das Denken und das Lernen sei-
nen Ursprung in Problemen des Handelns und
des Verstehens von Situationen haben, so ergibt
sich unmittelbar ein zweites operatives 'Téil-
prinzip: dasjenige der Anwendung der Ergeb-
nisse des Denkens und Lernens auf die konkre-
ten Situationen und Objekte, in denen sich das
Problem gestellt hat. Im Zuge der Lésung von
Problemen entfernt sich das Denken mehr oder
weniger stark von der konkreten Problemsitua-
tion — wir werden das noch sehen. Daher ist es
leicht maglich, daf} die Spezialisten des Den-



«

kens, die wir ,Theoretiker® und ),\Vissensdmrtw

«

fer nennen, vergessen, aus welchen Anlissen
dieses Denken urspriinglich entstanden ist und
welches sein Ziel ist: der Bewiltigung von Pro-
blemsituationen, dem Handeln und dem Ver-
stehen der Welt zu dienen. Wenn wir uns dies
andererseits vor Augen halten, so ist damit ein
zweites didaktisches Prinzip gegeben, dasjenige

der Anwendung:

(2) Die Produkte des Denkens und Lernens
- miissen auf die konkreten Situationen, .
i~ ihre Objekte und die darm und mit thnen

geplanten Handlungs— und Gestaltungs-

-vornahmen zuriickbezogen werden, aus

denen sie ursprunghch entsprunoen sind,
Sie miissen, mit anderen Worten,

, ngewendet We1 rden.

Dies fithrt zu einer ganz bestimmten Auf-
fassung der Produkte des Denlkens und Ler-
nens, also der Operationen und Begriffe, die
wir in der Schule erwerben. Wir verstehen sie
als Instrumente der Bewiltigung von Problem-
situationen und der Gestaltung von materiellen
und ideellen Werken. Wir méchten, dafl das
Wissen etwas taugt, und zwar fiir mehr als da-
zu, in Priifungen wiedergegeben zu werden.
Damit ist die doppelte Verankerung des Den-
kens und Lernens im konkreten Tun und vor
der konkreten Wirklichkeit postuliert, und es
ist seine pragmatische Funktion definiert.

Anlisse zum Denken und Lernen sind also
umso wirkungsvoller, je wirklichkeitsniher
und je bedeutungsvoller das Problem ist, in des-
sen Rahmen sie auftreten. Wenn es nun aber
darum geht, seine Ldsung zu finden, so stellt
sich die Frage, wie das zu geschehen habe. Das
ist ein Medienproblem. BRUNER (1966/1971)
hat gezeigt, dafl der Problemléser darauf ange-

wiesen ist, sich das Problem irgendwie zu ver-

gegenwirtigen, zu sreprisentieren. Grundle-
gend ist die Unterscheidung einer anschauli-
chen und einer symbolischen Reprisentation:
Eine Problemsituation kann dem Schiiler an-
schaulich/bildhaft ,,vor die Sinne gestellt wer-
den®, oder sie kann verbal, in den Zeichen der
natiirlichen oder einer kiinstlichen Sprache,
dargestellt sein. Sollen diese Zeichen keine lee-
ren Sprachihiilsen sein, so miissen ihre Bedeu-
tungen vom Schiiler innerlich vorgestellt wer-
den. Abgesehen von bestimmten Sonderfillen,
ist die Frage also nicht, ob die Sache anschau-
lich vorliege oder ob sie zeichenmifig darge-
stellt sei, sondern, ob sie wahrgenommen wer-
den kdnne oder vorgestellt werden miisse. In
dhnlicher Weise wiederholt sich das Problem,
wenn es sich um die Entwicklung einer Hand-
lungsfolge oder eines praktischen Verfahrens
handelt. Hier geben wir dem Schiiler entweder
Gelegenheit, die Handlungen oder das Verfah-
ren praktisch auszufiihren, oder wir fordern
ithn auf, ,es sich vorzustellen®. Pierre JANET,
PIAGET und WYGOTSKT haben hierzu eine
psychologische Theorie, Sie sind der Meinung,
daf am Anfang die praktische Ausfiihrung der
Handlung und die konkrete Wahrnehmung

und am Ende die Vorstellung der Handlung
und der Sache stehen miissen. Den Weg von
der Handlung und der Wahrnehmung zur Vor-
stellung nennen sie ,Interiorisation: Hand-
lungen und Wahrnehmungen werden zu Vor-
stellungen verinnerlicht. Das Verfahren istauch
dem Didaktiker vertraut, wenn es auch unter
allen méglichen Bezeichnungen kursiert. Wir
bewahren den Begriff der Interiorisation und
formulieren ein drittes Teilprinzip:

(3): Praktische Handlungen und konkrete
Wahrnehmungen werden schrittweise zu
~ Handlungs- und Wahrnehmungs-
Vorstellungen verinnerlicht.

In de1 Regel ist es dabei notwendig, der
Vorstellung die Zeichen der natiirlichen oder
einer Kunstsprache zuzuordnen, die es dem
Schiiler und dem Lehrer erlauben, sich zu ver-
stindigen. Interiorisation bedeutet daher in je-
dem Falle einen Wechsel des Reprisentations-
mediums, mindestens den Ubergang von der
Wahrnehmung und der effeltiven Ausfiihrung
zur Vorstellung, meistens aber auch die Zuord-
nung einer sprachlichen Formel zur innerlichen
Vorstellung und damit die sprachliche Repri-
sentation des Unterrichtsgegenstandes.

Der Ubergang von der Handlung und
Wahrnehmung zur Vorstellung erfordert je-
dochin der Regel mehr als einen Prozef der In-
teriorisation. Wer einen Waagebalken ins
Gleichgewicht bringen kann, besitzt noch kei-
nen Begriff vom Hebelgesetz, und wer den
Durchmesser eines Kreises (z. B. mit Hilfe ei-
nes Fadens) 3,14 x auf dem Umfang abgetragen
hat, besitzt noch keinen klaren Begriff von der
Zah! 7. MuR daher ein ganz anderes Element
dazukommen, damit die entsprechenden Ope-
rationen und die entsprechenden Begriffe ent-
stehen? Eine operative Didaktik ist nicht dieser
Meinung. Sie appelliert an dieser Stelle an den
Begriff der Abstraktion, den sie aber von der
bloflen Sachvorstellung (Eiche, Buche: Laub-
baum; Tanne, Fohre: Nadelbaum; Laubbaum,
Nadelbaum: Baum: Pflanze, usw.) auch auf
Handlungen und Prozesse iibertrigt. PIAGET
hat es deutlich gesagt: Man kann auch Hand-
lungen abstrakt betrachten. Wir leiten daraus
eine Definition und ein viertes, didaktisches
Prmzxp ab

Gew1sse Opelanonen kann man
winnen, indem man entsprechende
. p1akﬁsche Handlungen und konkrete
Vorgange abstrakt betrachtet -

So wird aus dem Abtragen einer Meﬁem—
heit auf einer. zu messenden Grofle die Mefi-
operation und der Begriff des ,,Enthaltenseins
der Mafleinheit in der zu messenden Grofie”.
Allgemein ausgedriickt: aus konkreten Hand-
lungen werden abstrakte Operationen.

Allerdings: es sind Gliicksfille, wennin. der
Vorerfahrung des Lernenden schon eine adi-
quate gegliederte Handlung vorliegt, aus der
nur gewisse Schlacken, Akzidentien, ausge-
schieden werden miissen, um den entsprechen-

den, klaren Operationsbegriff zu gewinnen. In
der Regel ist es notwendig, daff die Handlung
und der Vorgang im Zuge des Abstraltionsvor-
gangs zugleich begrifflich relconstruiert werde.
PIAGET spricht ganz allgemein von der ,,Kon-
struktion® von Begriffen und Operationen. In-
dem wir diesen Begriff auf die Uberfiihrung
von Handlungen in Operationen anwenden,
sprechen wir davon, daf} der Schiiler die Hand-
lung und die Wahrnehmung mit Hilfe der be-
grifflichen Elemente, iiber die er verfiigt, klirt
und damit die Operation als geklirte, durch-
sichtig gewordene Handlung konstruiert. Da-

her die funfte Regel

(5) Im Zuge der Intel orisation und der
‘ Abstrakmon von Handlungen und-wahr-
genommenen Prozessen zu Operamonen
_miissen diese mit den begrifflichen Mitteln, -
_ tber die der Schiiler verfiigr, geklan und

- durc;hsichmg rekonstruiert werden,

Durch ihre Innerlichkeit, thre Abstraktheit
und ihre Transparenz gewinnen die Operatio-
nen und die Begriffe, die sie zusammenfassen
und mit einem Begriffsnamen benennen (ein
Vorgang, den wir hier nicht ausfithren kénnen,
siche jedoch AEBLI 1981), ein weiteres Merk-
mal: dasjenige ihrer Beweglichkeit. Allerdings
stellt sich diese Beweglichkeit nicht in jedem
Falle sofort und von selber ein. Sie muf} im Un-
terricht bewufit gefrdert werden, indem die
Operation und der Begriff vielfiltig variiert und
unter verschiedenen Gesichtspunkten beleuch-
tet werden. Das nennen wir ,Durcharbeiten.

/'durchmbelten

, beleuéhten ‘

PIAGET hat vor allem dle Rever51b111tat
und die Assoziativitit der Operationen betont
und diese zu harten, definitorischen Merkma-
len der Operation erhoben. Wir meinen, dies
schiinke den Begriff der Operation unnétig
ein, Es geht auch um mehr als um eine Defini-
tion, um die Frage nimlich, wie die geforderte
Beweglichkeit durch unterrichtliche Mafinah-
me herbeigefithrt werden kann. Wie dies ge-
schieht, sagt die Regel (6).

Handlungen bilden schon Handlungssy-
steme. Man denke etwa an das Handlungswis-
sen eines erfahrenen Koches oder Handwer-
kers. Aber diese Systeme sind lose gefiigt, und
sie enthalten zahlreiche Liicken und ,weifle
Flecken®, Quellen von Problemen, wie wir ge-
sehen haben. Operationen und Begriffe kén-
nen ihrerseits Systeme bilden. PIAGET hat ins-
besondere gruppenartige Systeme betrachtet
und vermutet, dafd z. B. das physikalische Den-
ken des Kindes, das gewisse Invarianzprinzi-
pien in seiner Welt entdeckt (Invarianz der Sub-
stanz, des Gewichts, des Volumens einer trans-
formierten Lehmmasse, Fliissigkeit usw.), im-
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plizite gruppoide Systeme enthalte. Er hat die-
se zum 'Teil zu formalisieren versuche, und Lo-
giker und Mathematiker wie GRIZE (1972)
und WITTMANN (1978) haben diese Forma-
lisierungen bereinigt und weiterentwickelt.
Wir billigen diesen sehr sophistizierten kogniti-
ven Systemen nur paradigmatischen Charakter
zu und meinen, daf} es im realen Denken des
Menschen viele weniger gut durchkonstruierte
Systeme gebe, insbesondere im Bereiche des
Sachwissens. Trotzdem ist der Systemgedanke
grundlegend und didaktisch wichtig. Er erlaubt
die Formulierung einer weiteren Regel:
(7).  Operationen und Begriffe sind
~ systembildend. Der Unterricht hat die
Aufgabe, ihrer Systemhaftigkeit Rechnung
zu tragen und aﬂ,ekskfzujryuﬁi,:um»demn Schile
Einsicht in die Zusammenhinge innerhalb |
;délj Operationen und Beg'ﬂﬁe Zu Verrmtteln

Die moderne kognitive Psychologie hat
zeigen konnen, dafl viele begriffliche Systeme
Netzcharakter haben (NORMAN & RU-
MELHART 1975/1978, AEBLI 1980/81,
1983). Wichtig ist es jedoch, diese Netze nicht
statisch aufzufassen, sondern zu verstehen, daf}
in ihrem Rahmen jene Beweglichkeit méglich
1st, von der PIAGET gesprochen hat. Die ab-
strakten Betrachtungsweisen der modernen
Mathematik erlauben es, gewisse systemhafte
Ziige der mathematischen Operationen klarer
darzustellen, als dies in der traditionellen Ma-
thematik geschehen ist.

Zusammenfassung

So kann man das operative Prinzip als
Komplex von sieben hauptsichlichen Regeln
verstehen. Wir haben sie hier nicht als psycho-
logisches oder gar als logisches System darge-
stellt, sondern als didaktische Regeln formu-
liert: Schulische Lernprozesse sollten ihren

Ausgangspunkt in Problemen nehmen, die fiir
den Schiiler aufgrund seiner konkreten Vorer-
fahrung bedeutungsvoll sind, und die Lerner-
gebnisse sollten am Ende ihren Wert wiederum
in Anwendungvor diesen Problemen erweisen.
Operationen und Begriffe sollten in einem Pro-
zef} der schrittweisen Verinnerlichung und der
Abstraktion gewonnen werden, wobei sie zu-
gleich geklirt, auf durchsichtige Weise rekon-
struiert werden. Weil wir wissen, daff viele
Lernergebnisse vorerst noch rigide sind und an
den besonderen Situationen haften, an denen
wir sie gewonnen haben, arbeiten wir sie in der
Folge durch und verlethen ihnen die notwendi-
ge Beweglichkeit. Zugleich aber streben wir
schon bei der Konstruktion, ebenso wie beim
Durcharbeiten und Anwenden, die zunehmen-
de Einsicht des Schiilers in den Systemcharals-
ter der Operationen und Begriffe an. Wenn wir
so vorgehen, bestehen gute Aussichten, dafl
wir dem Schiiler ein Denken vermitteln, das
sein konkretes Tun gedanklich durchdringt, ihn
in die Lage versetzt, seine Handlungspline klar
und wirkungsvoll aufzubauen und — dariiber
hinaus — ihn die tiefe Struktur der Wirklichkeit
und ihre inneren Zusammenhinge klar sehen
148¢, Einsichten, die iiber ihre Niitzlichkeit hin-
aus eine wichtige Rolle im Prozef seiner Rei-
fung und der Findung seiner geistigen Identitit
spielen.
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Diese Uberschrift ist der Titel eines Unterrichtsmodells
~Schiler in Bahnen und Bussen®.

Ubermut und Arglosigkeitjunger Leute, zumalin Gruppen,
bereiten mitunter schon erhebliches Kopfzerbrechen.
Undkeine Frage: so mancher pl6tzliche Konfliktin Bahnen
und Bussen, so manche Reparatur sind sicher auch auf
das Konto jugendlichen Leichtsinns zu verbuchen.

Aber seien wir doch ehrlich: Bis jetzt ist wenig unternom-

men worden, gezielt auf das negative Verhalten jugendli-
cher Fahrgéste einzuwirken bzw. positive Einstellungen zu
stabilisieren. Vor allem fehite es bisheran dengrundlegen-
den Voraussetzungen, den Hebel dort anzusetzen, wo
diese Fahrgastgruppe am besten anzusprechen ist: in der
Schule. Diese Licke zu schiieBen ist Aufgabe des vorlie-
genden Unterrichtsmodells ,,Schiiler in Bahnen und Bus-
sen”,

Das Unterrichtsmodell sieht 3 Bausteine vor, je einen fiir
die Jahrgangsstufen 3/4, 5/6 und 7-9. Zwei Bausteine lie-
gen inzwischen fertig vor.

Baustein 2 flrdas 5. und 6. Schuljahristvor allem zum Ein-
satz im Gemeinschaftskunde- und Verkehrsunterricht
geeignet.

Die Materialien werden vonvielen &rtlichen Verkehrsunter-

nehmen klassensatzweise abgegeben und zwar kosten-
los.

Wenn man thnen dort nicht helfen kann, geben wir hnen
gerne weitere Informationen:

Klett Wirtschafts- und Bildungsservice, Frau Schéfer,
Postfach 819, 7000 Stuttgart 1, Telefon (07 11) 667 24 74,

wo<lehren 11/August 85




