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Vorwort

In jedem Unterricht iiber Integralrechnung muss die Frage auftauchen, ob denn jede ,,verniinfti-
ge” Funktion elementar (,,geschlossen”) integriert werden konne. Dass die Antwort ,,Nein® ist,
wussten schon Laplace und Liouville. Letzterer bewies 1833, dass die Funktion exg keine ele-
mentare Stammfunktion besitzt [L]. Wir haben uns daran gewohnt, in unserem Unterricht die-
ses Ergebnis zu erwihnen, ohne uns um seinen Ursprung — geschweige denn um seinen

Beweis — zu kiimmern.

Ein moderner, algebraischer Beweis des Hauptresultats von [L.] wurde Ende der Sechziger-
jahre, unabhéngig und fast gleichzeitig, von Risch [R1] und Rosenlicht [Ro1] publiziert. Der
algebraische Hintergrund ist die von Ritt [Ri2] und Kolchin [Ko] entwickelte Theorie der Diffe-
rentialkorper. Es ist die Absicht des Verfassers, einem breiteren Publikum von Mathematikerin-
nen und Mathematikern einen Einblick in die algebraische Form der Liouvilleschen Theorie zu

geben.

Aus den von Risch und anderen entwickelten Methoden ist der sog. Risch-Algorithmus ent-
standen. Dieser Algorithmus erlaubt es zu entscheiden, ob eine gegebene Funktion eine elemen-
tare Stammfunktion besitzt, und — im affirmativen Fall — diese auch tatsichlich zu berechnen.
Der Risch-Algorithmus ist Bestandteil jedes leistungsfihigen symbolischen Mathematikpro-

gramms.

Im Gegensatz zum Vortrag von Roman Mider am Tag fiir Mathematik und Unterricht in
Solothurn (1994) geht es hier nicht um die konkrete Beschreibung des Risch-Algorithmus,
sondern um die Darstellung des abstrakten algebraischen Hintergrunds. In diesem Zusam-
menhang ist darauf hinzuweisen, dass die ETH in Manuel Bronstein einen Spezialisten fiir
Symbolische Integration besitzt; sein im Oktober 1996 erschienenes Buch setzt Massstibe fiir

dieses Teilgebiet der Computer-Algebra [B].

Unterstiitzt durch das Programm ,,ETH fiir die Schule* konnte ich meinen Weiterbildungs-
urlaub im Sommersemester 1995 am Seminar fiir Angewandte Mathematik verbringen. Ein
wesentlicher Teil der vorliegenden Arbeit entstand wihrend dieser Zeit. Es war dies fiir mich
ein anregender und bereichernder Urlaub, an den ich gerne zuriickdenke. Ich méchte Urs

Kirchgraber fiir seine Unterstiitzung und Gastfreundschaft herzlich danken.



i Elementare Stammfunktionen

Wir betrachten zunichst nur Funktionen einer reellen Variablen x. In der iiblichen Terminologie
umfasst die Klasse £ der elementaren Funktionen die rationalen Funktionen, die Exponential-
und Logarithmusfunktionen, die algbraischen Funktionen, die trigonometrischen und die zyklo-
metrischen Funktionen sowie die hyperbolischen und die invers-hyperbolischen Funktionen.

Zudem ist die Klasse Z abgeschlossen gegeniiber Zusammensetzung.

Fiir eine (integrierbare) Funktion f steht das unbestimmte Integral f f(x)dx fir die Klasse
aller Stammfunktionen von f. Ist F eine solche Stammfunktion, so schreiben wir wie iiblich

ff(x)dx = F(x)+C

Im folgenden geben wir einige wohlbekannte Beispiele von elementaren Funktionen, welche
elementare Stammfunktionen besitzen. Allerdings ist keine allgemeine Regel erkennbar, wie
man vom Integranden zur Stammfunktion gelangt. Anschliessend notieren wir drei Beispiele,

von denen man weiss, dass ihre Stammfunktionen nicht elementar sind.

Beispiele 1

dx
(a) fl+x2 = arctan x + C

(b) ftanxdx = ~Injcosx|+ C
dx 3
(¢) f—_l_-J_.}.__x_z—z In(‘x+‘/1+x“)+C
(d) farcsinxdx’ = xarcsin x + ‘ll—xz +C

Beispiele 2

Dieunbestimmten Integrale

[ d, ffx'idx, fSi‘;x e

sind nicht elementar. Dies soll auf den folgenden Seiten gezeigt werden.



II Die Funktion exp(x2) ist nicht elementar integrierbar.

Der Gang des vorzufithrenden Beweises ist lang und kompliziert. Deshalb beginnen wir mit
einer knapp formulierten Ubersicht iiber diesen Beweis. Daran mag der Leser sich wieder

orientieren, wenn er im Dornengestriipp der nachfolgenden Abschnitte sich zu verirren droht.
Der Beweis besteht aus drei Teilen.

Teil 1: Das Prinzip von Liouville (vgl. Abschnitt III und Anhang B)

Die folgende vorlaufige Fassung dieses Prinzips ist ungenau, hat aber den Vorteil der unmittel-
baren Verstandlichkeit. Die definitive Fassung (s. Abschnitt III) ist in der Terminologie der
Differential-Algebra formuliert. Mit 2’ wird die Ableitung der Funktion / bezeichnet.

Es sei f eine Funktion aus einer Klasse ¥, welche sdmtliche Konstanten und die Identitit ent-

halt und gegeniiber rationalen Operationen abgeschlossen ist. Besitzt nun f eine elementare

Stammfunktion, so gibt es Konstanten ¢,, ¢,, ..., ¢, und Funktionen g, g,...., g, und % in
> : " g; :
der Klasse ¥ so,dass f = A + Zk G {1
Sk

Teil 2: Das Reduktions-Argument (vgl. Abschnitt V)

~

Wir setzen 6 =e* . Es sei F die Klasse aller rationalen Funktionen in 6, deren Koeffi-
zienten selber rationale Funktionen (der einen Varaiablen x) sind. Wir nehmen an, [ =6
besitze eine elementare Stammfunktion. Nach dem Prinzip von Liouville ist dann 6 von der

Form 8 = K + EL c,{,?—. Dabei sind die g, und / rationale Funktionenin 8, und
g :

deren Koeffizienten sind rational inx. Wir werden im fiinften Abschnitt zeigen, dass dann der

1

Term Ehlcﬁ g /g von 6 unabhingig ist und dass h dargestellt werden kann als

k=t

h = Em h 6", wobei die h, rationale Funktionen in x sind. Aus der Annahme. 6

besitze eine elementare Stammfunktion, folgt also, dass 8 = g + A, wobei ¢ von 6 unab-

hiangigistund A = Em h 6"

kemi



Teil 3: Die RiscHsche Differentialgleichung (vgl. Abschnitt VI)

Wir differenzieren die Funktion 2 (nachx): A4’ = 2:3_1(}4 0 +h koo 3

? 2 ) .
Nunistaber 8" =(e¢" ) =2xe¢* =2x6. Somit haben wir

0 =g+h = g+i(k{+2kxkk)6k

ol

Der Koeffizientenvergleich liefert sofort

h +2xh =1 (2)

Dies ist die sog. RiscHsche Differentialgleichung (vel. [R1]) fiir die Funktion 8 =¢" . Wir
werden im sechsten Abschnitt zeigen. dass diese Differentialgleichung keine rationale Funktion
als Losung besitzt. Dies widerspricht jedoch der Darstellung von 8 als 6 = g + 4" und

damit unserer Annahme. Also hat ¢ tatsdchlich keine elementare Stammfunktion.

III Differential-Algebra

Wie oben erwahnt, bendtigen wir fiir die Formulierung der prizisen Fassung des Prinzips von
LiotviLLE einige Begriffe der Differential-Algebra. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Theorie
findet der Leser in [Ri2], [Ko], [Ka] oder auch in [B].

Definition 1
Ein Differentialkérper ist ein Korper F mit einer Abbildung §: F— F, derart dass
O0(f+g) =0(/)+06(g
und
0(f-g)=0(flg+[fd(®
firalle f, g&F.

Die Abbildung 6 nennen wir Ableitung oder Derivation auf F.

Einfache Konsequenzen dieser Definition sind die iiblichen Ableitungsregein

0(0) = 0 =06(1



0(-f)=-08(f) firalle fEF
(fy 8(frg-folg

8| L] - J)8 - () firalle f. g EF mit g =0
L8/ g

O(f") = nf"o(f) firalle f €F und n=0

Ferner gelten die Regeln fiir das .,logarithmische Ableiten™:

of 8(f)y 6(g

= + und
/8 J g
o(flg) o(fy o6(g ‘
({‘/g = U - (8) furalle f,g&F mit /=0 und g=0.
718 / 8

Wirsetzen F, = { cEF|8(c)=0 } Aus der Definition und den Ableitungsregeln folgt, dass

F; einKorperist; F, heisst Konstantenkorper des Differentialkorpers (F, d).

Beispiele

Die Mengen Q(x}, R(x), C(x) der rationalen Funktionen iiber den Kérpern @, R bzw.
C, versehen mit der tiblichen Ableitung, sind Differentialkorper. Die zugehorigen Konstan-

tenkOrper sind gerade @, R bzw. C.

Es sei nun F ein Differentialkdrper mit der Ableitung 0,. Ferner sei G ein Differential-
korper mit der Ableitung 6, und gleichzeitig Erweiterungskorper von F. Ist nun 8, eine

Fortsetzung von 8,, d.h. .| = &, sonennen wir den Korper G mit der Ableitung 0,

einen Differential-Erweiterungskorper von (F, 8,).

Im Anhang A werden wir zeigen, dass bei einer aigebraischen Erweiterung G eines Differen-

tialkorpers (F, 6,) die Ableitung 8, auf genau eine Weise zu einer Ableitung 6, auf G

erweitert werden kann.

Definition 2

Essei G ein Differential-Erweiterungskorper des Differentialkorpers F, und 8 sei ein
Element von G. Fir die Ableitung auf F und auch fiir diejenige auf G schreiben wir im

folgenden stets 0.

(a) 6 istalgebraisch iiber F, fallsesein Polynom p(x) mit Koeffizienten aus F gibt, der-

artdass p(6) = 0.



(b) 6 heisst logarithmisch iiber F, falis es ein Element u €F gibt mit 6(6) = é (u)/u.
(¢) O heisst exponentiell iiber F, falls es ein Element y &F gibt, sodass 6(6)/0 = 6(u).

(d) O heisst rranszendent iiber F, falls 6 nicht algebraisch ist iiber F.

Bemerkung

Es gibt Erweiterungen von Differentialkérpern mit Eilementen, weiche gleichzeitig alge-
braisch und exponentiell bzw. algebraisch und logarithmisch sind. Wir betrachten z.B. die
reelle Funktion f(x) = exp(x/2). Mit der Bezeichnung 0, = expx ist f gleichzeitig
exponentiell und algebraisch iiber Q(x, 6,). Fir weitere Beispiele siehe etwa [GCL, S.
515-517].

Essei G ein Erweiterungskorper des Korpers F und 6 ein Element von G. Dann gibt es
einen kieinsten Teilk6rper von G, welcher sowohi F als auch 6 enthilt. Dieser wird mit
F(6) bezeichnet; man sagt, er entstehe aus F durch Adjungieren des Elements 6. Ist 6 al-
gebraisch iber F, soist F(6) isomorph zu einem Faktorring des Polynomrings F[x] nach
einem maximalen Ideal. Ist 6 hingegen transzendent, so ist F( ) isomorph zum Korper
F(x) der rationaien Funktionen mit Koeffizienten in F. Allgemeiner wird der kieinste
Teilkorper von G, welcher sowohl F als auch die Flemente 6,,...,0, €G enthilt, mit
F(6,,...,08,) bezeichnet.

Definition 3

Eine elementare Erweiterung eines Differentialkorpers F ist ein Differential-Erweiterungs-
korper G von F, der durch sukzessives Adjungieren von algebraischen, logarithmischen

oder exponentielien Elementen entstanden ist. Eine elementare Erweiterung von F ist somit
von der Form G = F(6,..., 6,), wobei fiir jedes ¥ mit 1=<k=<n das Element 6,

uber dem Teilkorper £, = F(6,,..., 6, ) von G algebraisch, iogarithmisch oder €xpo-
nentieil ist. (Dabeiist F, = F.)

Wir nennen im folgenden eine Funktion [ reeli-elementar, falis f zu einer elementaren Erwei-
terung F des Funktionenkorpers R(x) gehort und der Konstantenkorper F, mit R iiber-
einstimmt. Analog nennen wir eine Funktion g komplex-elementar, falis g zu einer elemen-

taren Erweiterung G von C(x) gehort und G, = C ist.

-1



Beispiele

(1) Die Funktionen f:x+>sinhx und f':x +> arsinhx sind reell-elementar:
Esgilt sinhx = 3(e"+ ™) ER(x0) mit 6 = ¢

g 1st exponentiell tiber R(.x).

Ferner ist arsinh x = log (x +y X+ ) ER(x,6,,6,)

mit 6, = x°+1 und 6, = log(x+6,).

Offenbarist 8, algebraisch iiber R(x), und 6. istlogarithmisch tiber R(x.6 ).

(2) Die Funktionen g:z +>tanz und g~ :z+> arctan - sind komplex-elementar:

Einerseits gilt

. i —F e ¥R

sinz  e-—e™> et =1 )

tan: = ——— = s————— = -/ —5= eC(z,6)
< e+ e e+ ]

mit 8 = ¢°; O ist exponentiell iiber C(z).

Andererseifs ist

SN (s .
arctan I = - k)g\l—i:} €C(z.0)

mit 6 = log

i~

i

(1 - 12) Offensichtlich ist 8 logarithmisch iiber C(z).

Wir sind nun in der Lage, die prizisierte algebraische Fassung des Prinzips von Liouville
vorzustellen. Einen Beweis fiir dieses fundamentale Theorem findet der interessierte Leser im
Anhang B.

Theorem (Liouville/Ostrowski/Risch/Rosenlicht)

Gegeben ist ein Differentialkorper F' der Charakteristik O mit Konstantenkorper F. Es set

f ein Element von F, fiir welches die Gleichung 6(g) = f eine Losung g ineiner
elementaren Erweiterung G von F besitzt, deren Konstantenkorper G, mit £

iibereinstimmt.

Dann gibt es Elemente u,, #,,....u, €F und c,...., ¢, €F, derart, dass




Eine Vorform dieses Satzes findet sich bei Ostrowski [O]; die aktuelle Fassung erschien in

Arbeiten von Rosenlicht [Rol} und Risch [R1], die fast gleichzeitig zur Publikation eingereicht

worden waren.

Bemerkungen

1.

L]

w

Ist F ein Funktionenkdrper, so besagt das Liouvillesche Prinzip, dass eine Stammfunktion
einer Funktion aus F nur dann elementar ist (bezgl. F), wenn sie als Summe einer

Funktion aus £ und dem Logarithmus einer Funktion aus F dargestellt werden kann.

Es gilt auch die Umkehrung dieses Prinzips:

Gegeben ist ein Differentialkdrper F mit Konstantenkorper F;. Besitzt nun das Element f

von F eine Darstellung der Form

n 6 i
S o= 0(u) + ECI: :")
k=1 )

mit Uy, U, ....,u, EF und c,, ..., c, €F,, so gibt es eine elementare Erweiterung G von
F, in der die Gleichung (g) = f eine Losung besitzt.
Man wihle G = F(x,....,x,), den Korper der rationalen Funktionen in n Unbestimmten

liber F. Esist nun leicht einzusehen, dass es genau eine Fortsetzung der Ableitung 6 von
o(u, )

fir 1 =k<n. Somit

F zueiner Ableitung 8, auf G gibt, fiir welche d.(x,) =

erfillt g = u, + E:ﬁc&, X, die Gleichung 8(g) = f. Zudem ist die so konstruierte Fr-
weiterung G elementar, da fiir jedes & mit 1 =k =<7 das Element x, logarithmisch ist

tiber F(x,,...,x,_).

Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Voraussetzung G, = F, nicht verzichtet werden

. . 1 o -
kann. Die Funktion f: x> 22 besitzt die Stammfunktion g: x > arctan x. Aufge-
X

fasst als Funktion von € nach C ist g komplex-elementar ( vgl. Bsp. 2 oben). Anderer-
seits besitzt f keine Stammfunktion der Gestalt

L
h = u, + Eckiog(ak}

mit g, u,....,u, ER(x) und ¢,...,c, ER. Aus dem Prinzip von Liouville folgt, dass

J tuberhaupt keine reell-elementare Stammfunktion besitzt. Da € eine algebraische Erwei-

terung von R ist, gehort die Stammfunktion g von f zwar zu einer elementaren Erweite-

rung von R(x), doch deren Konstantenkorper ist C und nicht R.



IV. Hilfssitze

In diesem Abschnitt werden drei Hilfss#tze bereitgestellt. Lemma 1 und Lemma 3 werden fiir
das Reduktions-Argument (Abschnitt V) benétigt. Lemma 2 hingegen wird erst im Anhang B

Verwendung finden.

Lemma 1

Fiir jede nicht-konstante Funktion g €C(z) ist die Funktion expg transzendent iiber
C@).

Dies kann mit Argumenten der komplexen Funktionentheorie begriindet werden. Wir iiber-
nehmen hier den Beweis von [Ro2], in welchem die Struktur von C(z) als Differentialkorper
verwendet wird. Die Ableitung von f €C(z) bezeichnen wirmit f'.

Beweis: Wirnehmenan, g €C(2) sei eine Funktion, fiir welche expg algebraisch ist

iiber C(z). Wir werden diese Annahme widerlegen.
Essei p(x) = x"+a, ,x"" +...+a,x+a, dasMinimalpolynomvon 6 = expg
iber C(z). Die Koeffizienten a,,a,,..., a, _, sind somit rationale Funktionen mit
Koeffizienten aus C. Es gilt also

t9"+a,‘,,_16?"“1 +..+aq0+a = 0.
Wegen 0' = g'6 erhalten wir beim Differenzieren dieser Identitiit

ng'0" +(a, ,+(n-Da, g')0" "' +...+a, = 0.
Alsoist 6 auch Nullstelle des Polynoms

gx) = ng'x"+(a,_ +(n-Da, g)x"" +...+d.
Da g nicht konstant ist, gilt g’ = 0. Somit hat g(x) denselben Grad wie p(x). Da aber
p(x) das Minimalpolynom von 6 ist, muss g(x) vonder Form g(x) = a(x) p(x)
sein. Nun haben aber p(x) und g(x) denselben Grad; also besitzt a(x) den Grad O,
d.h.esgilt g(x) = ap(x) fiir eine Funktion a €EC(z).
Der Koeffizientenvergleich fiir g(x) und a p(x) liefertjetzt ng' = a und a; = aa,:

folglich gilt ng' = ay/a,.

10



Nun ist aber a, = a,(z) vonder Form a,(z) = r(z)/s(z) fiir Elemente r(z), s(z) aus

dem Polynomring C|[z]. Fiir die logarithmische Ableitung von a,(z) gilt dann

%2 _r'e) s
aq(2) r(z) s(2)

Hat nun r(z) einen Teiler (z ~z,)", soist (z- z,)""" Teiler von r'(z); und dasselbe

gilt fir s(z). Wir schliessen, dass in der gekiirzten Darstellung die Nenner der rechten
Seite hochstens einfache Nullstellen besitzen. Somit liefert die Partialbruchzerlegung eine
Summe von Briichen mit konstanten Zzhlern und linearen Nennern. Andererseits kann g’
als Ableitung einer nicht-konstanten Funktion aus C(z) nicht Summe solcher Briiche sein.
Wegen ng' = aj/a, ist dies ein Widerspruch. Somit war die Annahme falsch, d.h.

exp g ist transzendent iiber C(z). O

Fir die folgenden zwei Hilfssiitze ist G = F(6) eine elementare Erweiterung eines Differen-
tialkorpers F, und 6 ist transzendent iiber F. Unter diesen Voraussetzungen ist der Poly-
nomring F[0] isomorph zu F[x]. Somit ist es sinnvoll, iiber den Grad von Elementen aus

F[6] zu sprechen.

Lemma 2

Essei F ein Differentialkorper und G = F(6) eine elementare Erweiterung von F mit
demselben Konstantenkorper. Dabei sei 6 logarithmisch und transzendent iiber F. Fiir
jedes Polynom f & F[0] mit Grad f > O ist dann auch die Ableitung 6(f) in F[6],
und es gilt:

(1) Ist der Leitkoeffizient von f nicht konstant, so ist Grad &( f) = Grad f.

(2) Hat f einen konstanten Leitkoeffizienten, so ist Grad 0(f) = Grad f - 1.

Beweis: Nach Voraussetzung ist 6 logarithmisch iiber F, d.h. es gibt ein Element

u €F mit 6(6) = 6 (u)/u. Insbesondere ist dann 6(6) € F.

Esseinun f = }_::20 a, 0 mit n > 0. Ableiten liefert

]

i(é(ak)e" + 4,6(6Y)

B =]

o(f)

#

Y (6(a)6" + ka 6 6(0))

k=0

r-1

5(a,)8" + 3 (8(a)+ (k+Da,, 5(6))6°
k=0

I

11



Wegen 6(0) €F ist 6(f) somiteinPolynomin F[6]. Gilt ferner a, & F,, soist
6(a,) = 0, alsohat 6(f) denselben Grad wie f. Dies beweist (1).

Nehmen wir nun an, a, sei konstant, d.h. d(a,)=0.In diesem Fall hat &( f) einen
kleineren Grad als f. Ferner kann der Koeffizient von 6" in der Polynomdarstellung

von O(f) geschrieben werden als

o(a, ) + na,6(0) = é(a,, +na, 6)
Wiirde nun dieser Koeffizient verschwinden, so wire folglich a, , + na, 6 konstant und
somit ein Element von F. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass 6 transzendent
ist iiber F. Folglich gilt 6(q, ;) + na,6(0) = 0; dh. Gradd(f) = Grad f — 1. Dies

vervollstindigt den Beweis von Lemma 2. O

Lemma 3

Es sei F ein Differentialkorper und G = F(6) eine elementare Erweiterung von F mit
demselben Konstantenkorper. Dabei sei 6 exponentiell und transzendent iiber F. Dann
gilt fiir jedes Polynom f € F[0] mit Grad f > 0:

(1)  6(f) istein Polynomin F[O] und hat denselben Grad wie f;

(2)  0(f) ist genau dann ein nichttriviales Vielfaches von f in F[6], wenn f ein

Monom ist.

Beweis: Nach Voraussetzungist 8 exponentiell iiber F, also gibt es ein Element u € F
mit 6(u) = 8(6)/6. Essei f zunichst ein Monom, also von der Form f =aB" mit
a € F\{0} und »n > 0. Dann gilt
8(f) = 8(a)8" +nad(0)0"" = (d(a)+nadu))8" (%),
letzteres wegen 0(0) = 6(#)0. Angenommen 8(a) + nad (u) = 0, so wire 0(H=0
und somit a 8" = f € F,. Also wire 6 algebraisch iiber F, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Folglich gilt 8(a) + nad (u) € F\{0}, und nach (*)ist 8(f) somitein

Monom vom selben Grad wie f. Dies beweist die zweite Hilfte von (2).

12



Esseinun f = 2; a, 6" ein beliebiges Polynom aus F[8] mit Grad n > 0. Wegen
(*) gilt dann offenbar

3(f) = Y (8(a) + ka, 6u)0* (**).

Dasselbe Argument wie im ersten Teil des Beweises zeigt, dass fir k>0 aus q =0

stets folgt, dass 0(a,) + ka, 6(u) € F\{0}. Also ist 0(f) € F[0] und hat denselben
Grad wie f. Damitist Teil (1) bewiesen.

Es bleibt zu zeigen, dass auch die erste Hilfte von Teil (2) gilt. Zu diesem Zweck sei

f = 2;@ a, 0" ein Polynom mit der Eigenschaft, dass &( f) ein nichttriviales Vielfa-

ches von f in F[0] ist. Da beim Ableiten der Grad des Polynoms nicht erhoht werden
kann, gibt es folglich ein Element a € F\{0} mit &( f) = af. Unter Beriicksichtigung
von (**) liefert der Koeffizientenvergleich

0(a)+ka d(u) =aa, Osksn (k%)

Im folgenden fiihren wir die Annahme, f sei kein Monom, auf einen Widerspruch. Ist f

kein Monom, so gibt es Indices /,m mit 0 </ < m <n derart, dass a, =0 und g, = 0.

Mit (***) folgt, dass
0(a) + la 6(u) _ O(ag)+ ma,, 0(u)

a, a

"

b

anders ausgedriickt, gilt
6(a,) L 500 0(a,) —CiC))

) 6 a "%

m

0(a, 8" d(a, O™)
= m

20 = und somit

Wir folgern daraus, dass

2,0'6(a, 0™) - a,0"6(a,0") = 0.
Letzteres bedeutet aber, dass é(amB"‘/a,Gl) = 0. Alsoist (a,/a,)0™" in F. Dies

steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung, dass 6 transzendent ist. Fol glichist f

ein Monom. Dies vervolistindigt den Beweis von Lemma 3. O
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V  Das Reduktions-Argument

Etwas allgemeiner als im Abschnitt Il betrachten wir hier die Frage, wann eine Funktion der
Form f(2) expg(z) eine elementare Stammfunktion besitze. Dabei sollen / und g Funk-
tionen aus C(Z) sein: wir setzen ferner voraus, dass f = O und ¢ nicht konstant ist. Fiir
solche Funktionen wollen wir in diesem Abschnitt die Reduktion von der Liouvilleschen

Darstellung zur Risch’schen Differential gleichung im Detail nachvollziehen.

Wirsetzen 8 = expg. Der natiirliche Rahmen fiir die weitere Untersuchung ist nun der Dif-
ferentialkorper C(z,6) mit der iiblichen Ableitung 0(f) = f'. Das Element 8 ist wegen
0'/60 = (g'expg)/expg = ¢ exponentiell iiber dem Teilkorper F:= C(z). Da g nicht
konstant ist, folgt mit Lemma 1, dass 6 transzendent ist iiber F. Ferner bemerken wir, dass
Fund F(60) = C(7,0) beide den Konstantenkorper € haben.

Fiir die folgende Uberlegung nehmen wir an, dass fexpg eine komplex-elementare Stamm-
funktion besitze. Genauer gesagt setzen wir voraus, dass der Differentialkorper C(z,6) eine
elementare Erweiterung (G, 8) mit Konstantenkrper € zuldsst, in der die Gleichung
O0(h) = fexpg eine Losung / hat. Nach dem Theorem besitzt dann  fexpg = f8 eine
Darstellung
f6 = u + iqji (£)
= U

fiir geeignete Funktionen u, € F(0), 0 <k <n und Konstanten ¢, € F(8), = C, 1 sk =n.

Uber die Formel { £) stellen wir die folgenden drei Behauptungen auf:

(1) Esdarf angenommen werden, dass die rationalen Funktionen i, 1 <& <#, normierte

irreduzible Polynome sind.

(2) uy = > v 0" mit v, EF fir ~-1sks=p.
fpout]

{3) DerTerm o := z ¢

4
. v .
— istvon 6 unabhingig.
= i,

Beweis von (1): Jede Funktion u € F(8) besitzt eine Darstellung der Form

pai . .pﬁ:,
U = a—f—————g——
e

Dabeiist @ © F, die Exponenten «,....,«,, ,,...., sind positive ganze Zahlen. und

bei den p,,....p. ¢, ...,q, handelt es sich um normierte, irreduzible Polynome aus
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F[6]. Wir diirfen annehmen, dass die obige Darstellung gekiirzt ist; also sind die Mengen
{P,---»p} und {q,,..., g} disjunkt.

Nach den Regeln fiir die logarithmische Ableitung gilt dann

=1
n

k=

gestellt werden als o = a + E; ¢ - S, mit = F, ¢, €C und f €F[0] fir

Folglich kann der zweite Summand o = E G U [u,  der rechten Seite von (£) dar-

1 =/ =< N. Dabei sind samtliche Polynome f, normiert und irreduzibel. O

Beweis von (2): Die Funktion u, besitzt eine eindeutige Darstellung (Partialbruchzerle-

gung) der Form

noH

u0=u0+2
k=1

k Eﬁ_
c=1 J=1

b’
mit , a,;, b, € F[0]. Dabei sind alle b, normiert und irreduzibel, und es gilt
Gradaq,; < Gradb, fiiralle j, k mit 1<j<n, und 1sk=<n.

Fiir die Ableitung von u, gilt dann

n n ! J - . j—l ' n , o ,
uy = i+ Ezk @b —agjb’" by _ o ES a, b, - ja, b

k=1 j=1 kaj k=1 7=t bij
Zusammen mit dem Ergebnis von (1) ergibt sich damit die Darstellung
N ! n M ! : !
- N/ \ akjbk"Jaigbk
6 = a+ 0 + G, == + -
f LS IR ($)

i k=1 j=I

mit a €F, u, f,ay, b, € F[0], und die Polynome f, und b, sind normiert und
trreduzibel firalle /, k mit 1</< N und 1<k <n.

Wegen der Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung, miissen sich die Summanden mit Nen-
ner in ($) gegenseitig kompensieren. Nehmen wir in ($) zunzchst die Briiche der Form
@ b = jagb;
b Jj+1
k

(B

unter die Lupe. Jeder Nenner ist eine Potenz eines irreduziblen Polynoms, dessen Exponent
mindestens gleich zwei ist. Da jedoch samtliche Nenner J; der anderen Summe in ($) irre-

duzibel sind, kann ein Bruch der Form (f) nur dann vorkommen, wenn er mit b, gekiirzt
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werden kann und j =1 ist. Offenbar kann ein Bruch der Form (f) genau dann mit b,
gekiirzt werden, wenn b, ein Vielfaches von &, ist.

Nach Lemma 3 ist dann aber 5, ein Monom. Andererseits ist 5, normiert und irreduzibel,

. . . P & .
also kommtnur b, = 6 in Frage. Dann hat aber u, die Form u, = E V.07 mit

ks

v, €F fir -1=sk=p: u, istalsoein veraligemeinertes Polynom. O

Beweis von (3): Dierestlichen Nenner /, inder Formel ($) sind irreduzibel. Diese kdnnen
nur dann kompensiert werden, wenn gilt: f, = . Somit besitzt die Summe E; & AR
hochstens einen nichttrivialen Summanden ¢-6'/6. Da 6 exponentiell ist iiber F, gilt
insbesondere 6'/60 € F. Somitistauch 0 = ¢ +c¢-0'J8 EF. dh. o istvon 6

unabhingig. , ; O

Zusammenfassung

Mit den am Anfang dieses Abschnitts eingefiihrten Bezeichnungen haben wir angenommen,
dass die Funktion f 8 eine komplex-elementare Stammfunktion besitze. Das Prinzip von
Liouville hat dann die Summendarstellung (£) von f 8 geliefert. Mit den soeben bewiese-

nen drei Behauptungen reduziert sich die Formel (£) zu

f8 =ul + o (£5)

mit € F, wobei u, = Eiv v, 0" und v, EF fiir -1 sk=p.

1

VI. Die Riscusche Differentialgleichung

Der erste Summand der rechten Seite von (££) ist

U, = i (o +v ko).

k=l

Wegen 0’ = g'6 haben wir somit
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Die Formel (££) wird damit zu
P

O = o+ Y (v +kg'v)o* (££8)

k=1

mit f, o,v,, g €F, wobei F=C(z).

Der Koeffizientenvergleich in (£££) liefert nun als wesentliche Bedingung die Risch'sche Dif-

ferentialgleichung
f=v+g (R)

wobei v, eine Funktion aus C(z) ist.

Wir haben somit gezeigt, dass die Losbarkeit der Differentialgleichung (R) in C(z) notwen-
dig dafiir ist, dass die Funktion fexpg eine elementare Stammfunktion besitzt. (Dabei haben

wir angenommen, dass f, g € C(z), f = O und g nicht konstant ist.)
Davon ist aber auch die Umkehrung richtig. Um dies einzusehen, nehmen wir an, es gebe eine
Funktion v, € ((2), derartdass f = v, + g'v,. Wegen 0’ = g'6 folgt daraus

JO = v0+ gv0 =v0+v0 = (v,0).

Alsoist v expg eine elementare Stammfunktion von fexpg.

Wir behaupten nun
(A) Fir f(z) =1 und g(z) = 7 hatdie Differentialgleichung (R) keine Losung in C(z).
(B) Fir f(2) = —1; und g(z) = z hat die Risch'sche Differentialgleichung ebenfalls keine

rationale L.osung.

Beweis von (A): Indiesem Fall lautet die Risch'sche Differentialgleichung
v, +2zy =1 (Ry)
Wir nehmen an, v, € C(z) sei eine Losung. Dann ist offensichtlich v, = 0, und als ratio-
nale Funktion besitzt v, eine Darstellung v, = p/q mit p,q €C|z] und p,q teiler-
fremd. Wir differenzieren p/g und setzen das Ergebnis in (R}) ein:

P4-rd  ,. P _,

Multiplizieren wir beide Seiten mit 4°, so erhalten wir

p'q-pqg +2:pg = ¢
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In dieser Gleichung teilt g alle Summanden, ausser allenfalls pg’. Also muss g auch
pq' teilen. Nun sind aber p und g teilerfremd; folglich wird g’ von g geteilt. Fiir ein
Polynom g ist dies aber nur moglich, wenn g’ = 0 gilt. Alsoist g eine Konstante und
v, somit ganz-rational. Ist jedoch v, ein Polynom, so ist auch die linke Seite von (Ry)
ein Polynom, und wegen v, = O ist dessen Grad mindestens gleich 1. Dies widerspricht
aber der Tatsache, dass die rechte Seite von (R,) eine Konstante ist. Folglich ist, wie
behauptet, (Ry) nicht losbarin C(2).

Beweis von (B): Diesmal lautet die Risch'sche Differentialgleichung

, 1

v, + vy = T (Rg)

Wie im Beweis von (A) fithren wir die Annahme, dass diese Gleichung eine Losung v, in
C(2) habe, auf einen Widerspruch. Wieder stellen wir v, darals v, = pfqg fir

teilerfremde p, g &€ C[z]. Nach leichter Rechnung erhalten wir diesmal
ip'a~zipq' +:ipg = q

Daja p und g teilerfremd sind, schliessen wir aus dieser Darstellung, dass g das Poly-

nom zg' teilen muss. Dies ist aber nur dann moglich, wenn g ein Monom ist. Folglich

" k . . .
L, &2, d.ho v istein verallgemeinertes

kann v, dargestellt werden als v,(2) = Ek

Polynom. Ableiten und einsetzen in (Rg) liefert
\ k - k 1
ka "+ Y af = =
k—z—m k—zm ~
Da die rechte Seite echt gebrochen ist, kann v, nicht ganz-rational sein; alsoist m > 0.

m-1

Somit erscheint aber links ein nichttrivialer Summand der Form (-m)a_,z™" . Dieser

wird auf der rechten Seite nicht kompensiert, im Widerspruch zur Eindeutigkeit der Dar-
stellung verallgemeinerter Polynome. Also hat auch die Differentialgleichung (Rg) keine

Losungin C(z). O

Mit derselben Methode ldsst sich schliesslich zeigen, dass auch die Funktion A(2) =sinz/z

nicht elementar integrierbar ist. Wir beachten zunichst, dass # geschrieben werden kann als
h=f(@-16) mit f=1/2iz EC(z) und 6 = &0 st exponentiell iber C(z). Fiir
diese Funktion 4 liefert das Prinzip von Liouville zusammen mit einer analogen Reduktion wie

in Abschnitt V eine Darstellung der Form
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mit f, o,v, €C(z) und g(2) = iz, also g'(z) = i.(Vgl. (£££), S. 17.) Der Koeffizien-

tenvergleich liefert diesmal zwei wesentliche Bedingungen, namlich:
f=v+gv (Ry) und -f=v,-gv, (R

Es geniigt zu zeigen, dass (Ry) in C(z) keine Losung hat. Setzen wir fiir £ und g ein, so
wird (Ry) zur Risch'schen Differentialgleichung '

1 .
Vieiv === (R

Wie in den Fillen (A) und (B) nehmen wir an. diese Differentialgleichung habe eine Losung

v, in C(2). Gilt wieder v, = pfg fiirteilerfremde pq & C|z], soergibt sich diesmal

+I= = —

pg-pq .p 1
q2 q 2iz

2

und, nach Multiplikation mit 2iz g,
2izp'g - 2izpg’ - 2:ipg = q

Wir schliessen, dass g’ durch g teilbar ist. Wie im Beweis von (B) zeigt sich, dass dann q

# k

ein Monom sein muss. Also ist v, wieder ein verallgemeinertes Polynom: v,(z) = E a,z

k=it

Ableiten und in (R1"' ) einsetzen ergibt diesmal

Ganz analog zum Beweis von (B) resultiert nun ein Widerspruch aus der Eindeutigkeit der

Darstellung verallgemeinerter Polynome. 0
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Anhang A: Zur Erweiterung von Differentialkrpern

Als Vorbereitung auf den Beweis des Theorems zeigen wir hier, dass jeder algebraische Erwei-
terungskorper eines Differentialkorpers mit der Charakteristik O wieder ein Differentiaikorper

ist. Praziser ausgedriickt, gilt die folgende Proposition:

Proposition

Es sei (F, 6, ) ein Differentialkorper mit der Charakteristik O, und K sei ein algebrai-
scher Erweiterungskorper von F. Dann gibt es genau eine Fortsetzung von 8, zu einer
Ableitung 0, auf K.

Beweis: Wir betrachten den Polynomring F[x] und definieren die Selbstabbildungen D,,

D, von Fl[x] durch
f) = (Df) ) = 26F<ak>x
bzw.

fo e (D)) = 3 ka

wobei f(x) = zzso a, X erF [x]. Hatnun K die Struktur eines Differentialk6rpers mit
der Ableitung Oy, welche & fortsetzt, so gilt fiir jedes Element 6 € K und jedes

Polynom f(x) = Y,  a x* € Flx]:
«(F(®) = zap(ak)e + Eak 5 (6%
= E 8p(a,)0" + E a, k0 5,(6)

= (D, £)(0) + (D, £)(6)-04(6)

Esseinun 6 € K fest,und A(x) sei das Minimalpolynom von 6 iiber F. Dann ist
h(x) normiert, irreduzibel und hat die einfache Nullstelle 6. Somit ist (D, A)(6) = O,

denn (D, h)(x) hatkleineren Grad als #(x). Nach den Ableitungsregeln gilt 6,(0) = 0.

Also haben wir

0 = 6,(0) = 6,(h(8)) = (D, h)(8) + (D,h)(6)6(0)
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Wegen (D, h)(6) = O kann diese Gleichung nach 0x(0) aufgelost werden; es gilt offen-

bar
(D, h)(0)

(@) = - (D,1)(6)

Nun war aber 6 &€ K beliebig; also ist die Ableitung & x eindeutig, sofern sie iiberhaupt

existiert.

Nun zur Existenz von 8y : Weil F die Charakteristik O hat, ist K ein einfacher Erweite-
rungskorper, d.h. es gibt ein Element 8 € K derart, dass K = F(6) (vgl. [A], Folge-

rungen zu den Sétzen 24 und 25). Fiir dieses Element 6 betrachten wir nun die Abbildung

p: Flx] — F(6), welche gegeben ist durch p( f(x)) = f(0). Es handelt sich dabei um
einen surjektiven Ring-Homomorphismus. Der Kern von p ist das vom Minimalpolynom
h(x) von @ erzeugte Hauptideal von F[x], m.a.W. Ker(p) = (h(x)). Nach Defini-
tionvon D, hat (DJz)(x) einen kleineren Grad als A(x). Folglich muss (DJz)(B) = 0
sein. Somit kann in () der Quotient x:= —(D,4)(6)[(D,h)(6) gebildet werden. Nun
istaber p surjektiv, also gibt es ein Polynom p(x) mit p(p(x)) = p(B) = y. Dieses
Polynom p(x) wird nun fiir die Definition einer Selbstabbildung D: F[x]— F[x] ver-

wendet. Diese ist gegeben durch
F)EFIx] - (DF)x) = (D f)(x) + px)(D, £)x).

Fiir diese Abbildung D gelten die Beziehungen

(DS +2)x) = (D,(f +2)(x) + p(x)(D(f+ 2)(x)
= (D, )x) + p(0)(D,f)(x) + (Dyg)x) + p(x)(Dye)x) (1)
= (Df)(x) + (Dg)(x)
und
(D)) = (D(f))(x) + p(x)(D(f2))(x)

I

(D, F)(x)g(x) + f(x)(D,g)(x) +
+ P (Df)(x0)gx) + f0)(D,g)(x)]
[(D,f)@) 800+ pOO(D, £) (00 g(x)]

+[F(0)(D,8)(x) + p(x) fx)(D, g)()]
(Df)(x)g(x) + f(x)(Dg)(x)

(2)

i
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Also hat D die formalen Eigenschaften einer Ableitung. Zudem giltfiir a € F

Da

D,a + p(x)D,a
6p(@ + p(0)0  (3)
= 0y(a)

I

Nach der Definition von D und yx gilt ferner
(Dh)(8) = (D,h)(6) + p(6)( D h)(0)
= (Dh)(6) + x(Dh)(6) (4)
=0

Dies bedeutet aber gerade, dass (Dh)(x) im Kern von p ist. Da Ker(p) das vom Mini-

malpolynom h(x) erzeugte Ideal ist, bildet D den ganzen Kern in sich ab. Damit konnen

wir nun durch 6( f(0)):= (D f)0) eine (vom Reprisentanten f(x) unabhingige) Selbst-

abbildung von F(6) definieren. Wegen (1) und (2) ist 6 eine Ableitung, und (3) besagt,

dass 0 dieauf F definierte Ableitung 6, auf F(O) fortsetzt. Damit ist der Beweis der

Proposition vollstandig.

Wir illustieren den obigen Existenzbeweis durch das nachstehende kommutative Diagramm

(mit exakten Zeilen). Dabei bedeutet 1: Kerp — F[x] die Inklusionsabbildung.

0 ——% Kerp ————# Flx] —FL—» FO —» 0
D D o
v v v

0 ——% Kep — + » Flx] — P » FO —» o
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Anhang B: Beweis des Theorems

Wir beweisen hier das Theorem von S. 8, d.h. das Prinzip von Liouville in der modernen diffe-

rential-algebraischen Fassung von Risch und Rosenlicht.

Beweis: Nach Voraussetzung ist F ein Differentialkorper der Charakteristik O mit Konstan-

tenkorper F;, und G ist ein elementarer Erweiterungskorper von F' mit demselben Kon-
stantenkorper: G, = F,. Wir nehmen an, es gebe Elemente f € F und g &G derart,
dass 0(g) = f ist.

Nach Definitionist G von der Form G = F(6,, 0,, ..., 8,), wobei das Element 0,
iiber dem Zwischenkorper F(6,, 0,, ..., 8,) algebraisch, exponentiell oder logarithmisch
ist. Wir fiihren den Beweis mittels vollstandiger Induktion. Der Fall N =0 ist trivial. Fir
N > 0 nehmen wir an, der Satz sei schon bewiesen fiir elementare Erweiterungen mit

N -1 Elementen, und wenden ihn an auf die Erweiterung F(6)) C F(6,,6,,..., 0,).

Somut gilt
o O
f = 5(140) + ZCL iuk)
mit Konstanten ¢, ¢,, ..., ¢, aus F, und Elementen u,, u,,...,u, von F(8,). Wir ha-
ben zu zeigen, dass f eine analoge Darstellung besitzt mit uy, u,,...,u, € F (und mogli-

cherweise verschiedenem n). Zur Abkiirzung setzen wir 6 = 6, und verfolgen zuerst den

Fall, da 6 algebraischistiiber F.

Fall I: 0 istalgebraischiiber F. Unter dieser Annahme gibt es Polynome p,(x), p,(x), ...,
p,(x) €F[x] mit p(08) =u, p,(O)=u,,...,p,(0)=u, Esseinun p(x) das Mini-
malpolynom von 6 iiber F, und F sei der Zerfallungskorper von p(x) iiber F. Fer-
nerseien U, = 6, 9,,..., 9, die Nullstellen von p(x) in F. Da F nach Voraussetzung
die Charakteristik O besitzt,ist p(x) separabel, d.h. p(x) besitzt nur einfache Nullstel-
len. Nach [A, Satz 8] gibt es nun zu jedem Index & mit 1 <k <s einen Automorphismus

o, von F, welcher F festlasstund ¥, in O, abbildet.
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Nach der Proposition von Anhang A lisst sich die Ableitung 8, von F auf genau eine
Weise zu einer Ableitung 6 auf F fortsetzen. Analog zum Beweis der Proposition fin-

den wir, dass fiir diese Ableitung die Beziehung
8(f(0) = (D, f)m + (D, £)(v)-6(1)

gilt; dabei sind T EF und f(x) € Fx] beliebig. Fiir die Definition der Abbildungen

D, und D, siehe S. 20. Insbesondere haben wir dann
(D, p)@) + (D p)(B)-8(0) = 8(p(9,) = 0, 1skss (1)

Wegen o, ((Dip)(ﬁ‘,)) = (D,p)(9,) fiir i=0,1 und 1=k=<s folgt daraus

(D, p)(9,) + (D, p)(9,)-0,08(0,) =
o.{(D, p)(®)) + 0,((D, p)(®)))-0,06(,) (2)
o.((D, P)(8) + (D, p)(9,)8(1,)) = 6(p(8,)) = 0

i

fir 1 <k =s. Wirerinnern uns, dass p irreduzibel ist, D, p aber kleineren Grad hat als
p, also (Q p)(ﬁk) = 0 ist. Aus dem Vergleich von (1) und (2) resultiert somit die Be-
ziehung 0,0 6(%) = 6(9,), 1=k =<s. Allgemeiner gilt 0,0 0(h(5)) = 6 (h(5,))

" J

fiir jedes Polynom h(x) € F[x] und 1<k <s. Denn ist h(x) = z a.x’, so haben

j=0 7

wir

Gkoé(h(ﬁl))

¥ 3 ‘ﬁlj
ao($ 4
= S (6(a)0 (91 + 4 0,06(07))

=0

= Z 6(a;)0] + E ja, o (070, 28(0,)
J=0 i=0
- E 8(a,) 0! + Zjaj 97 6(0),)

j=0 =0

=0 (h(ﬁk))
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Folglich gilt fiir jedes &

f=0/(f) = Uk(d(uo) + icjm)

S 0(p(v)
o [otmann + 3 o 222

: o 0(p(5)
0(p,(5,)) + E Cj“’bgz(??'j—'
j

J=1

. 1
Darauf wenden wir den Operator — E © o am:
S k=1

/= “Ef 2 8 (p(B,) + E_LE 5(;51;9")))

- 4 \ e 5(!71(0}) pj(ﬁ2) Pj(ﬂs))
: a(E Po(9)) + Y AT GAEr Aty

Man beachte nun, dass jeder Automorphismus von F, welcher F fest lisst, die Nullstel-

len U,,8,,..., 9, von p(x) permutiert. Folglich ldsst jeder solche Automorphismus die
-~ 1 s ~ .

Elemente u, = -;Ek:l Po(58,) und u, = pj(ﬁl)-pj(ﬁz)---pj(ﬁs), 1< j<n fest. Nach

[A, Satz 18] miissen diese Elemente somit schon in F liegen. Also besitzt f eine Darstel-

lungderForm f = 8(%) + Y € 6(&)/i, mit &,5, ... ¢, €F und iy d,....,

u, € F. Dies beweist den Induktionsschritt im Fall I.

Fall II: 0 ist transzendent iiber F.In diesem Fall gehen wir dhnlich vor wie in Abschnitt V.

Wir erinnern an die Induktionsannahme. Nach dieser kann f geschrieben werden als

0 (uk)

[ o= () + E (*)

mit Konstanten ¢, c,, ..., ¢, aus F, und Elementen Uy, U, ...,u, von F(O).

Jede Funktion u & F(0) besitzt eine Darstellung der Form

P
u ._i._____f_’

q' g

und fiir ihre logarithmische Ableitung gilt:

d(u) 0(a) o 0(p) 5(%)
u  a +2 P, Zﬁ

i=}
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Dabeiist a € F, die Exponenten o ,..., a,, B,,..., B, sind positive ganze Zahlen, und

beiden p,,...,p,.q,,...,q, handelt es sich um normierte, irreduzible Polynome aus F[8].

Wir diirfen annehmen, dass die obige Quotientendarstellung gekiirzt ist; also sind die Men-
gen {p,.... p,} und {q,..., q} disjunkt.
Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass die Eiemente u, ..., u, in der Darstellung (*)

als Elemente von F oder als normierte, irreduzible Polynome aufgefasst werden konnen.

Ferner diirfen wir annehmen, dass ¢, = O fiir jedes £k mit 1 <k<n und dass u ;U

sofern j=k.

Als néchstes betrachten wir die Partialbruchzerlegung von u,. Es gilt

no B

u0=5£0+2 % (*%)
=1 Jk

k=1 5

mit 4y, f,, & € F[6], wobei f, normiert und irreduzibel ist und Grad 8, < Grad f,

diesfiralle j, k mit 1< j<mn, und 1=k <n. Ableiten von (**) liefert

8(,) + i ni 6(gkj)kaj.-glg‘j]§c]“ 0 (/)

>
k=1 g3 fkj

8(d,) + E 2 8(gy) fi = 8,0(f)

j+1
k=1 j=1 fkﬁ

Wir unterscheiden nun die Falle ITa und IIb; im Fall llaist 6 logarithmisch, im Fall IIb ist

0(u,)

6 exponentiell iiber F.

Fall IIa: Esseialso 6 logarithmisch iiber F, d.h. es gibt ein Element a € F derart, dass
0(6) = 6(a)/a. Es sei ferner h € F[0O] ein normiertes irreduzibles Polynom. Nach
Lemma 2 (2) (S. 11) istdann 6(h) € F[#] und Grad 6(h) = Gradh —1. Da h irredu-
zibel ist, muss somit ggT (h, 6(h)) = 1 sein. In der Darstellung (*) erscheinen folglich
alle Quotienten d(u;)/u ; in gekiirzter Form.

Es sei nun A4 eines der Polynome f, in der Darstellung (¥*). D.h. u, enthilt einen

Summanden der Form 2;33 g / #* mit Grad g < Gradh fir 1 <k =<r, wihrend in der

Zerlegung von u, - Z;&i g, / K" kein Term mit 4 im Nenner vorkommt. Nun gilt
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S 8 ) ~ 0(g)h kg, 0(h)
‘3& e

“~ hk-rl
Insbesondere enthilt die Partialbruchzerlegung von 6(1,) den Summanden

rg o(h)

Da & irreduzibel ist und da sowohl g, alsauch &(h) kleineren Grad haben als A, liegt
O in gekiirzter Darstellung vor.

Wir betrachten wieder die Darstellung (*) von f. Die Partialbruchzerlegung der rechten
Seite enthilt den Summanden o, wihrend f zu F gehort. Dies ist unmdoglich, also kann &
nicht als eines der Polynome £, in der Darstellung (**) vorkommen. Da / ein beliebi ges
irreduzibles Polynom war, folgt, dass u, in Wirklichkeit ein Polynom ist. Also reduziert
sich die Formel (**) auf u, = &,. Dann konnen aber auch die Nenner u ; keine irre-
duziblen Polynome sein. Also miissen simtliche u ; schon in F sein. Dann ist aber auch
0(u,) € F, und Teil (2) von Lemma 2 impliziert, dass 1, von der Gestalt u, = c0+ d

seinmussmit ¢ €F, und d € F. Folglich gilt

- Vv 20 d(a) > L 8w
f—ﬁ(%)+;ck m —ca +6(d)+;ck uk,

und f hat die gewiinschte Form.

Fall IIb: 6 ist exponentiell iiber F, d.h. es gibt ein Element b € F mit 6(6)/0 = 6(b).
Es seinun 4 € F[6] wieder ein normiertes irreduzibles Polynom, diesmal mit 4 = 0.
Nach Lemma 3 ist dann auch 8(h) € F[0], aber h ist kein Teiler von 6 (h). Ist somitin
der Darstellung (*) ein Element 1, von dieser Art, so erscheint der Quotient 6(1)fu, in
gekiirzter Form. Dieselbe Uberlegung wie im Fall Ia zei gt andererseits, dass ein solches 4
nicht als eines der Polynome f, in der Darstellung (**) vorkommen kann. Also ist u, ein
verallgemeinertes Polynom u, = E;i_l a; ¢ mit a ; €F, l&N. Wegen der Eindeu-
tigkeit der Darstellung (*) miissen dann aber auch die u, schon in F sein mit Ausnahme

—vielleicht —von 6 selber. Wegen 06(6)/0 = 6(b)E F ist dann aber jeder Summand
¢*0(u)fu, in F. Dann gilt aber auch 8(u,) € F. Folglich muss /=0 sein, d.h U,
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ist ein Polynom in 6. Nach Lemma 3 (1) hat u«, denselben Grad wie d(u,); also ist
auch u, € F.

Falls @ unterden u, nicht vorkommt, ist die gewiinschte Darstellung gefunden. Andern-

falls gilt 0.B.d.A.

sy b
) | 3. o

o= 0lu,) + ¢ 5 ‘Lj m
.>= o(u,)
- + - 1
= 8(cb+u,) + E ¢ —
j=2 J
mit ¢,b + Uy, U, .... 4, € F. Damit ist der Beweis des Theorems vollstindig. O
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