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Vorwort

Ein graphikfihiger Taschenrechner mit einem Computer-Algebra-System (CAS) ist eine Herausforderung und
Chance, um Mathematik und Mathematikunterricht am Gymnasium von Grund auf neu zu iiberdenken. Bald
werden alle SchiilerInnen permanent iber ein CAS verfligen. Dadurch kann manches realisiert werden, das bisher
kaum oder nur mit erheblichem Aufwand moglich war.

Wir stellten uns deshalb die Aufgabe, einen Analysisunterricht mit konsequentem FEinsatz des TI-92 zu
entwerfen. Wir wollten anhand eines konkreten Themas einerseits aufzeigen, wie die Mdglichkeiten des TI-92
genutzt werden konnen. Andererseits wollten wir andeuten, welches Wissen und welche algebraischen
Fertigkeiten fiir die SchiilerInnen auch in Zukunft unverzichtbar sein werden, und was frither oder spiter einmal
kaum noch einen grossen Stellenwert haben diirfte. Eine abschliessende Antwort auf die Frage ,Wie viele
Termumformungen braucht der Mensch im Zeitalter von CAS 9% ist zum jetzigen Zeitpunkt aber sicher noch
nicht méglich. ~ :

Wir wollten und konnten kein neues didaktisches Konzept des Analysisunterrichts entwickeln. Diese Zusserst
anspruchsvolle Aufgabe bedarf begnadeter Mathematiklehrerlnnen und der sorgfaltigen Evaluation von mehr-
jahrigen und breit abgestiitzen Erfahrungen mit dem neuen Werkzeug.

Die Bedeutung des CAS fiir die Mathematik kann man aber nur abschétzen, wenn man ein grosseres Teilgebiet
betrachtet. Wir haben uns daher fiir einen denkbaren Aufbau der Analysis entschieden, um die Méglichkeiten des
TI-92 und die Auswirkungen der steten Verfligbarkeit des CAS im Unterricht deutlich zu machen. Andernfalls
ware nur eine Aneinanderreihung von Einzelproblemen entstanden, die keinen Uberblick erlaubt hitte. Aus dem
gleichen Grund verzichteten wir bewusst auf die Entwicklung ausgefeilter Unterrichtssequenzen fiir besonders
heikle didaktische Probleme. Sie hitte unsere Zielsetzung nur unnétig stark belastet.

Wir hoffen, dass unsere Arbeit viele Kolleginnen und Kollegen dazu anregt, iiber den Einsatz von CAS - und
damit auch tiber ihren Unterricht - nachzudenken.

Dank

Unsere Arbeit entstand wihrend eines Gastaufenthaltes an der ETH Zirich im Rahmen des Programms , ETH fiir

die Schule. Wir danken Herm Prof. Dr. Urs Kirchgraber fiir die Einladung und fiir die engagierte Begleitung.

Seine Ratschldge waren fiir uns oft wertvoll. Zu Dank verpflichtet sind wir auch Herrn Dr. Werner Hartmann, der

uns bei der Planung des Projekts behilflich war und Herm Otto M. Keiser fiir die Durchsicht unseres Skriptes.

Danken méchten wir zudem

- Herm Heiko Knechtel aus Biickedorf ( D ), der uns einen umfassenden Einblick in die Schulversuche des
Landes Niedersachsen gewihrte und uns wihrend des Besuches sehr angenehm betreute;

- Herm Dr. René Hugelshofer, der uns zu einem Schulbesuch empfing;

- Herrn Pierre Bula von Texas Instruments, der uns wihrend mehrere Wochen einen Klassensatz von TI-92
leihweise zur Verfiigung stellte;

- Frau Lenda Hill vom TI Calculator Team fiir die Stellungsnahmen zu den meisten der eingereichten Probleme

sowie allen Kollegen, die uns in irgendeiner Art und Weise unterstiitzt haben.

TI-92 - Notationen

Wir haben folgende Notationen bei Berechnungen mit dem TI-92 verwendet:
— oder auch —> bedeutet, dass die Taste zu driicken ist

= Nach einem Doppelpfeil folgt stets ein Resultat des TI-92.

Aufgaben

Wir haben keine Sammlung mit neuen oder gar revolutionsren Aufgaben herausgeben wollen. Trotzdem haben
wir ab und zu einige Vorschldge eingetreut, um zu zeigen, welche Aufgabentypen (nach wie vor) verwendet wer-
den konnten, weil sie durch den Einsatz des CAS nicht vollig trivialisiert werden, sondern durchaus noch einige
mathematische Kenntnisse voraussetzen.

Voraussetzungen

Die folgenden mathematischen Grundlagen werden vorausgesetzt:
. Folgen und Reihen

. Rekursive Folge

. Heuristischer Grenzwertbegriff



1. Modell-Realitiit
1.1 Wozu ?

Ich behaupte sogar, dass in jeder besonderen Naturlehre nur soviel eigentliche Wissenschaft
angetroffen werden konne, als darin Mathematik anzutreffen ist.

Immanuel Kant
"Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft”

Wie kann die Behauptung eines der grossten Philosophen aus heutiger Sicht verstanden werden?

Bei der Beobachtung von vielen Vorgingen in der Natur, der Medizin, der Wirtschaft, der Technik und der
Gesellschaft kénnen Gesetzmissigkeiten erkannt werden. Die Grossen, die den Zustand eines Vorgangs beschrei-
ben, verindern sich mit der Zeit. Einen solchen Vorgang nennt man einen Prozess.

Dazu einige Beispiele:
- Bewegungen im Schwerefeld der Erde - Wachstum von Bakterienkulturen
- Abbau von Medikamenten im Kdrper - Verbreitung von Informationen  usw.

Durch Vereinfachungen und sinnvolle Annahmen iiber die Verdnderung der Zustandsgrosse eines Prozesses in
einem sehr kleinen Zeitintervall erhiilt man mit Hilfe der Differentialrechnung oft brauchbare bis sehr gute
Modelle fiir den realen Vorgang. Mit solchen Modellen kann ein Menschheitstraum verwirklicht werden:
man kann die Zukunft prognostizieren!

Mit der Untersuchung von einfachen Modellen, die fiir Schiilerprojekte besonders gut variiert oder ausgebaut
werden kénnen, wollen wir eine Motivation fiir den Einstieg in die Differentialrechnung geben.

«®
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Meerwasser-Aquarium

In ein Meerwasseraquarium ( erwiinschter Salzgehalt ca. 3.5% ) wurde versehentlich Wasser mit
einem Salzgehalt von q% eingefillt. Das Missgeschick kann auf verschiedene Arten, die zudem
von der Ausgangssituation abhdngen, korrigiert werden.

1. Nachsalzen

Es wurde versehentlich Siisswasser ( g=0 ) eingefiillt. Der Fehler wird korrigiert, indem man nun
wdhrend einer gewissen Zeit Meerwasser einleitet und gleichzeitig die gleiche Menge Aquarium-
wasser durch den Uberlauf ableitet. Wie wachst die Salzmenge im Aquarium ?

2. Entleeren

Nachdem man den Fehler bemerkt hat, wird das Aquarium durch einen Abfluss im Boden des
- Aquariums entleert, um danach das Aquarium mit Meerwasser wieder aufzufiillen. Wie lange
dauert es, bis das Aquarium zur Halfte bzw. vollig entleert ist ?

Alternativen: Variation der geometrischen Form des Gefsses.
aj Trichter b) Liegendes Dreiecksprisma ¢)  Liegende Dreieckspyramide usw.

3. Salzen - Entleeren

Man bemerkt den Fehler, nachdem das Aquarium zu einem Drittel gefillt ist. Um nun das Miss-
geschick zu korrigieren, dffnet man den Ablauf und leitet gleichzeitig z { Salzwasser pro Sekunde
mit einem Salzgehalt von p% in das Aquarium. Wie verdndert sich das Wasservolumen und die
Salzmenge im Aquarium ?

Speziallfille

- z=0 d. h.. kein Zufluss  Entleeren

- z=Abfluss und g=10 einfaches Nachsalzen: Wachstumsprozess
- z=Abfluss und p=0 einfaches Entsalzen:  Zerfallsprozess

- Durch den Ablauf werden konstant a ¢ Aquariumwasser pro Sekunde abgepumpt
( abgelassen ).

aj a<zund p<g Entsalzen und Fiillen des Aquariums

b) a<zund p>gq Nachsalzen und Fiillen des Aquariums

c) Inhaltliche Variation Forellenteichin 4.1.2

d) a=z und g=10 einfaches Nachsalzen: Wachstumsprozess
e a=z und p=20 einfaches Entsalzen: Zerfallsprozess




1.2 Modelle

1.2.1 Nachsalzen

MODELLIERUNG:
Das Aquarium enthélt V,= 2700 / Sisswasser. Pro Minute fliessen z= 18 kg der Salzlosung mit einem Salz-
gehalt von p% = 3.5 % in das Aquarium. Durch den Uberlauf fliesst die gleich Menge Aquariumwasser ab.

Modellannahmen:

e Die Einleitung des Wassers garantiert, dass die Salzkonzentration im Aquarium stets homogen ist, d. h. in
jeder Volumeneinheit ist jeweils gleich viel Salz enthalten.

e In einem kleinen Zeitintervall wird zuerst das Wasser aus dem Aquarium abgeschopft und danach wird
das Aquarium wieder mit der gleichen Menge Meerwasser aufgefiillt.

e 1kg Wasser bzw. Salzldsung ist gleich 1/ Wasser bzw. Salzldsung.

Mit S (t) bezeichnen wir die Salzmenge in kg, die im Aquarium zum Zeitpunkt t ( min ) vorhanden ist. S ist
also die Funktion, die in jedem Zeitpunkt t angibt, wieviel Salz im Aquariumwasser vorhanden ist.

Auftrag: Untersuche die Salzmenge im Aquarium.
Aus der Modellbeschreibung kénnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion S abgeleitet werden.

Eigenschaften von S :

e S(0)=0 e S(t)20
e S ist eine streng monoton wachsende Funktion e S(t) ——— —1—0% "V, =945
e Definitionsbereich [D: t20 o  Wertebereich [W: 0<S(t) <945

e Vermutung: S wird immer langsamer zunehmen

Aufgrund dieser Eigenschaften kann der Graph der Funktion S skizziert werden.

Manuelle Niherungen :
Die Zeit unterteilen wir in kleine, gleichlange Intervalle.

Zeitintervall': 2 Minuten . .
In je 2 Minuten werden 18 2 dm’ =36 dm’ Aquariumwasser abgeschdpft und durch die gleiche Menge

Meerwasser ersetzt.

1. Zeitintervall [0,2]

Salzverlust : 0 Salzzuwachs: z T(P;—O 2 = 126
Salzmenge nach 2 Minuten: S(2)= 0+1.26=126
2. Zeitintervall [2,4]
(2
Salzverlust : z S(2) . 2= 0.0168 Salzzuwachs: z L2 2 = 1.26
Vo 100
Salzmenge nach 4 Minuten: S(4)= 1.26-0.0168 + 1.26 =2.5032
3. Zeitintervall [4.,6]
CS(4) L D S
Salzverlust : z 2= 0.033376 Salzzuwachs: Z 2 = 1.26
Vo 100

Salzmenge nach 6 Minuten: S (6)= 2.5032-0.033376 + 1.26 = 3.72982
usw.

Der Rechenaufwand fiir eine brauchbare manuelle Approximation mit einer kieinen Zeitintervalldnge At ist im
allgemeinen riesig gross. Der Computer kann uns diese Arbeit abnehmen. Dazu verallgemeinern wir zuerst

unsere Niherungsmethode.

'Bemerkung: Die Wahl eines Zeitintervalls mit der Lange 1 kann den math. Zusammenhang verdecken.

Yo
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Allgemeine Approximation:
Wir betrachten den Zuwachs der Salzmenge in einem sehr kleinen Zeitintervall [t,t +At]:

Salzmenge zum Zeitpunkt 0: S(0)=0
S(t
Salzverlust im Intervall [t, t + At]: =z “(—l At =S (t) L
Vo 150
Salzzuwachs im Interrvall [t, t + Atz ig“o At =0.63 At
Salzmenge zum Zeitpunkt t + At: S(t+At)zS(t)—S(t)~1—;—6At +0.63 At (1)

Approximation mit dem Computer

Wir wollen nun herausfinden, wann der Salzgehalt im Aquarium auf 2% gestiegen ist. Dazu unterteilen wir das
Zeitintervall von 0 bis z. B. T = 600 min in nmax = 1000 gleichlange Intervalle.

Von S (t) =S (0 ) = 0 ausgehend, approximieren wir schrittweise den Funktionswert von S jeweils an der
néchstfolgenden Stelle. Losung ist der Wert von t, bei dem S ( t ) mdglichst nahe bei 0.02 2700 = 54 liegt.

Aus der Gleichung (1) fiir t=t,;, und t+At=t, folgt:

At » ]
TN O U0 O WO TN A TN WO O R . S(t,) = S(QM)'(I‘I%GAAt)+-63'At
0 tl tz tS trxmax:T
nmax = 1000 = At=T/nmax=.6 und
L=n At =T n/nmax =.6'n mit n=0,1,..,1000
Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE
K3 [Y=]
ul (n)=.6%n (Zeit: t, )
uil =0 ( Zeit: t5 )
uZ(n) = u2(n-1)*(1-.6/150 )+ .63* .6 ( Salzmenge: S (t,))
w2 =0 ( Salzmenge: S (t;))
[F 7] Axes: Time -> 3: CUSTOM
X Axis: ul (Zeit: t, ) LWy Few T 3 Fu FEv Y Fav F7
Y Axis: w2 ( Salzmenge: S(t,)) - f==Zoom|Trace ReGraphIMath Drawis cf
‘ [WINDOW] /
nmin = 0 nmax=1000 ( Bereich der Nummern ) p

xmin=0 xmax=600 ( Bereich der Zeit t)
ymin=0 ymax=100  ( Bereich der Funktion S)

xscl =50  yscl=10 ( Unterteilung der Achsen ) nei1212 .
xCi127.2 yc: 54, 0972
MRIN f_iL‘iD HUTD SEQ

Ef—:] [GRAPH] [F 3] Trace: oo

Resultat: Nach nc=212 Zeiteinheiten, d. h. nach xc=127.2 Minuten, ist der Salzgehalt im Aquarium auf ca. 2%
angestiegen.

Alternative:

!
53.77°2
53.935l
037
54, 259
54.42
54.358
54.74
. 8§33

3] [TbiSet] tbiStart: 210 Atbl: 1
( Startnummer ) ( Schrittweite )
-; [TABLE]

« fo fu e ¢
B OO O
1
I

(el L]
1
I

RAD AUTD SEQ

¥

Aufgaben
Genauigkeit: Untersuche die Naherungsldsung fiir nmax= 1500, 2000, 3000. Welche Schiiisse kann man aus

den Ergebnissen ziehen ?



Differentialgleichung

Solange ein Modell nur durch eine Differenzengleichung dargestellt wird, hingt die Beschreibung der Losung
von einer willkiirlichen Unterteilung des Zeitintervalls [0 , t] ab.

Diese Willkiir in der Modellgleichung ( 1 ) vermeidet man mit einer Differentialgleichung ( womit man sich den
unfruchtbaren Streit um "Kleinheit" vom Halse schafft? ).

MITTLERE ANDERUNGSRATE
Mit der Gleichung ( 1 ) erhalten wir:

Die mittlere Anderungsrate der Salzmenge im Zeitintervall [ t, t+At] ist :

S(t+ At)-S(t) 1
st £ aa U SUN
: S(t) 150 0.63

Damit ergibt sich :

Die momentane Anderungsrate der Salzmenge zur Zeitt ist :
(2)

lim S(t + At) - S(t)
A0 At

=§'(t) =- S(t)l—;B + 0.63

Was haben wir mit dieser Differentialgleichung erreicht ?

Die Salzmenge in der Losung zum Zeitpunkt t kénnen wir mit einer Gleichung beschreiben, die nicht von einem
willkiirlich kleinen At abhingt. Das Modell wird durch eine eindeutig bestimmte Gleichung beschrieben, deren
Losungen Funktionen S sind.

Bei der Beschreibung eines Prozesses in einem kleinen Intervall werden oft Vereinfachungen getroffen oder
gewisse Einfliisse vernachldssigt. Uberschreiten diese Annahmen ein ertragliches Mass, so wird die Differential-
gleichung kein hinreichend genaues Modell des Prozesses im Kleinen mehr sein, und die Losungen der Dif-
ferentialgleichung beschreiben auch nicht mehr den realen Prozess. Daher sind die Losungen stets mit der
Wirklichkeit zu vergleichen. Sind die Abweichungen der Losungen von der Wirklichkeit zu gravierend, so muss
das Modell verfeinert oder ganz verworfen werden.

Eine der Hauptaufgaben der Analysis ist es, Aussagen iber die Losungen von Differentialgleichungen zu
machen.

"Die Analysis beschiftigt sich vor allem mit
- der Begriindung exakter Losungsmethoden,
- der Existenz von Losungen,
- der Eindeutigkeit und den Eigenschaften der Losungen,
- der Entwicklung von Niherungsverfahren fiir die Losungen.
Wir werden spiter noch auf einige dieser Aufgaben zuriickkommen.

Modellkritik:
- Die homogene Salzverteilung diirfte nicht leicht realisierbar sein.
- Hingegen sind Annahmen fiir inhomogene Salzverteilungen schwierig zu formulieren.

? Gewdhnliche Differentialgleichungen , H.Heuser



Exakte Losung:
Unser Nachsalzungsmodell ist ein besonderer Gliicksfall. Wir koénnen die mathematisch exakte Losung S ( t) des
Problems direkt aus der Differenzengleichung bestimmen.

Wir wihlen fiir das Zeitintervall [ 0, t ] die folgende Unterteilung in n Teilintervalle:

: At __t~i . _t
NN . ti——‘-n— 1——0,1,2?3....,11 und At*;
Ot & =t
Mit Hilfe der Gleichung ( 1 ) erhalten wir ;
S(tia+tAt)=S(t )=S () (1-AVIS0)+ .63 At und S(0)=0.
Zur Vereinfachung ersetzten wir: z=1-At/150 und A =0.63 At also ist S(t)=S(t) z+A.
S(ttAt )=S (4 )=A
S(ttAt) =S(t)=S(t) z+A=Az+A=A(z+1)
2,3 1 1-z" 1-(1-At/150"
S(te) =S(t)=A(l +z+Z7+2+..+z")=A 5 = 063 At — 2120
I-z At/150
S(ty) =S(t)z94.5(1-(1-At/150)")=94.5(1-(1-3/—15—9)")
n
CAS - HERLEITUNG:
Define s (i)=when (i=0,0,s(i-1)*z+a) = Done
seq(s(1).1,0,5 1) = {0 a az+a a'(22+z+1) a‘(23+zz+z+1) a‘(z4+23+zz+z+1)}
n
factor( 2*S( z,i,0,0-1)) = L&.;_D
-

—.006667 -(t — ISO:n)} " 1}
n

ans(1)[z=1- (t/150)/n) and a=.63 t/n |Ki [ENTER] = -94.5((

Ohne die Vereinfachungen rechnet sich das CAS ins Abseits.

- Die Gross- /Kleinschreibung wird bei Befehlen und Variablennamen nicht unterschieden.
- EingabevonX: [2nd] £ oder [KM [G] [ [S]

- Die Teilsumme der geometrische Reihe wird fiir konkrete n nicht erkannt.

- Der max. Wert fiir i in seq( ), der kein Memory - Error liefert ist 26 !

- Das exakte Schlussresultat wiirde ziemlich uniibersichtlich dargestellt. Daher wird

mit [ [ENTER] ein Niherungswert berechnet.

Bemerkungen:

Mit dem TI-92 untersuchen wir die gefundene Formel nach t, = 127 min fiir verschiedene n.

Einstellung : [MODE] Graph.......FUNCTION-> 4: SEQUENCE

[Y=] [ RS S R At
E ul(n)=945*(1-(1—(127/150)/n)’\n) ‘vi-—ZoonTraceReGraphMathDrawvy :
uil =0
[l (WNDOW] nmin=0  nmax=30 "
xmin=0 xmax=30 xscl=10 el
ymin=50  ymax=70 yscl= 10 Seel RO SOCEC
[GRAPH] ey 154,360
[TbiSet] ~ tbiStart: 0 Atbl: 500 Iﬁ f—iisetwiﬂ:s?-rs'wx ra] |
A [rBLE] Rl
E [F] Cell Width 12 ( Zellbreite )
[MODE] Display Digits......FLOAT 12 ( Stellenzahl erhshen )

Vorsicht: Die Berechnung ist sehr viel langsamer !

Mit [MODE] [F2] Exact/ Approx.... AUTO -> APPROXIMATE werden die Berechnungen schneller.



Schnellere Alternativen:

K3 [HOME]
Define u (n)=when @=0,0, 94.5*(1- (1- (127/150) /n)*n)) seq( u(n), n, 0, 4000, 500)

P [HOME] 94.5%(1- (1- (127/150) / n)*n) | n= {500, 1000, 1500, 2000, 3000, 4000}

[MODE] Graph........ SEQUENCE-> 1: FUNCTION
Bl [HOME] 94.5*(1-(1-(127/150)/m)*n)|nzl ->a(n) graph a(n),n oder

[TbiSet] tbiStart: 1000 Atbl: 1000

£% [TABLE]

Resultat: S ( 127 ) scheint sich "einzupendeln” ; die Formel scheint "stabil” zu sein.

Wir haben also einen bequemen Weg zur Berechnung einer Naherungslosung gefunden.

Mit dem Limit-Befehl’ des CAS kann man den Grenzwert bestimmen:

Limit ((1-(t/150)/n)"n, n, o) = undef Fehler des TI-92 !

Timit ((1- (t /v) /n) ~n, n, ) = e v

Fiir den Grenzwert gilt also:

Hm 94.5(1-(1 - it-%ﬁ)“): 94.5.-(1 - ¢ 130 y= (1) : (3)
o0

Damit kénnen wir die Zeit fiir die Erreichung von 2 % Salzgehalt im Aquarium direkt berechnen.
zeros ( 189/2*( 1 - e™(-1/150)) - 54,1) = { 150In(7/3)}

Eine Niherung bekommt man mit :
8 [ENTER] = {127.095 }

Bemerkungen: solve( 94.5%(1-e"(-t/150)) =54,t) = false, d. h. keine Losung !
Warning:Memory full, simplification might be incomplete

solve( 94.5%(1 - -t/ 150)) -54=0,t) =  t=127.095 kein Problem !
solve( 189/2*( 1 -eN-t/v))=54,t) = t=v In(7/3) kein Problem !

Aufgaben:
Untersuche mit dem CAS die Funktion ( 3 ).
a) Bestimme die mittlere Anderungsrate fiir das Intervall [t, t+At].
b) Bestimme den Grenzwert (At — 0) fiir die mittlere Anderungsrate zum Zeitpunkt t.
¢) Setze den Grenzwert und die Funktion ( 3 ) in die Differentialgleichung ( 2) ein, und {iberpriife so, dass
die Funktion { 3 ) die Gleichung ( 2 ) erfiillt.

Nun wollen wir das Entleerungsmodell untersuchen.

> Wann bestimmt der TI-92 den Grenzwert richtig ?

t

2L
limit ((1- (t /v)/ n)"n, nw) | v={95,96,97,98,99,100} = {e % 0 e 9 undef undef oo}

10



1.2.2 Entleeren

MODELLIERUNG:

Das Aquarium ist 1 =180 cm lang, b=100 cm breit und h=150 c¢m hoch. In der Grundfliche befindet sich ein
Abfluss mit einem Querschnitt Q= 36 cm’. Zur Zeit t= 0 ist das Aquarium bis zum Rand gefiillt. Die Hohe des
Wasserspiegels zur Zeit t ( Sek. )ist y (t) incm.

Auftrag: Untersuche die Ausfliesszeit.

Aus der Modellbeschreibung kénnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion y abgeleitet werden.

Eigenschaften von y:
y(0)=150 und y(t)=0

*

e y isteine monoton fallende Funktion AV

e Jtomit y(tp)=0und y(t)>0 Vit<ty; [W:0<y(t)<150

e D=R" mity(t)=0Vtxt, y(t)
¢ Vermutung: Der Wasserspiegel fillt immer langsamer

Aufgrund dieser Eigenschaften kann der Graph der Funktion S
skizziert werden.

Gesetz von Torricelli
Unter der Annahme, dass g = 1000 cm" s ist, gilt fiir die Abflussge-

schwindigkeit: v (t)=20/5-y/y(t) em/s. AV v At
Wir betrachten die Volumenénderung in einem sehr kleinen Zeitintervall [t,t+At]. l

VolmnenabnahmeimBehéilter:l‘b‘[y(t,)~y(t+At)]=18000[y(t)-y(t+At)]
Abgeflossenes Volumen: AV =Q v(t) At = 3620 V5- y(t) At

CAS: 18000*(y(t)-y(t+At))=36*20*\/5*,/y(t) * At

At)-y - 5
ans (1) *(-1)/ At/ 18000 = Y : y() - 25y<t)

Die mittlere Jinderungsrate (mittlere Sinkgeschwindigkeit ) des Wasserspiegels im Intervall [ t, t +At] ist:

t+At)—-y(t 5
GO EN TO) (4)

At 25
Aufgaben:
- Bestimme manuell fiir eine Zeitintervallinge von 0.5 s Néherungen fiir y ( 0.5 ) und y(1).
- Versuche mit dem CAS wie beim 1. Modell eine exakte Losung mit der Differenzengleichung ( 4 ) zu
bestimmen.

Die Gleichung fiir die momentane Anderungsrate der Wasserspiegelhohe ( Sinkgeschwindigkeit ) zur Zeit t ist
also:

y(t+At)-y(t) 5
y'(t) = }ltmo AL = - 55 Vv y(t) (5)

Beachte: Die exakte Losung kann man nicht mehr wie beim 1.Modell aus der Differenzengleichung herleiten.

Approximation mit dem Computer

Wir wollen nun herausfinden, wie lange es dauert, bis das Aquarium leer ist. Dazu unterteilen wir das Zeit-
intervall von 0 bis z. B. T=1500s in nmax =100 gleichlange Intervalle.

Von y (t,) =y (0) =150 ausgehend, approximieren wir den Funktionswert y (t;),damny (t; ) etc. Losung ist
der Wert von t, bei dem y ( t ) moglichst nahe bei 0 liegt.

v 57 5y(t) At

Die Néherung (4) formen wir zuerst umzu: y (t+At)= y(t) -

{' Die Unterteilung fiir nmax=100ist:  At=500/100=5
N T T WO B W T O A N N R » &, =At'n=5n, n=0,1,.,100

0 4Lt t; [—— v S'Y(‘n_l )

Damit erhalten wir: y (t, )= y(ty) - 5

11



Einstellung: [MODE] Graph.....FUNCTION->4: SEQUENCE
[F2] Exact/ Approx...AUTO -> 3:APPROXIMATE (Berechnungen werden wesentlich schneller.)

= )
ul (n)=5*n
u2(n) = u2(n-1) - ¥ (5*u2(n-1) ) /5

(Zeit: t,)
(Hohe:y (t,))

ui2 = 150 (Hohe:y (%))
[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM
X Axis: ul (Zeit: t,)
Y Axis: u2 (Hohe: v ()
E [WINDOW]
nmin =0 nmax=100 (Bereich : Nummern )
xmin=0 xmax=500 (Bereich der Zeitt )
ymin=0 ymax=150 (Bereich der Funktion y)
xscl=50 yscl=10 (Achsenteilungen )
[GRAPH] :E Ser'f,up ZA <s;, T‘s;—TZ”‘ ';"‘-:=_-| F
e 3 ul uz2
] [TbiSet] tbiStart: 47 Atbl: 1 47, 1235, 12.2608)
(Startnummer) (Schrittweite) : g: 333 . ggg%
i
— S1. 5. [.23
[TABLE] s 260. |.0175 2]
Resultat: Nach nc=16 Zeiteinheiten, d.h. nach xc=80 Sekunden, 53: 335'_ u;-.321E?|
ist das Aquarium halbleer.Nach nc=52 Zeiteinheiten, d. h. nach fn=52.
MAIN RAD AUTD SEQ

xc=260 Sekunden, ist das Aquarium leer. -
[Y=] u2(m)=u2(n-1) ~ (5*u2(n-1)) *0.02

Verbesserung: N = 1000 sehr langsam !! Anderung bei

[WINDOW] nmax=1000 n ul (=t)  w2(=y)
543 2715 0.0018
544 272 -1 E-4

Die Losung mit dem Sequence Graphing ist oft sehr langsam. Mit einem Programm bekommt man auch fiir
Kkleine Intervalle die Naherungen schneller.

Programm fiir die Approximation der Differentialgleichung : y'=f(x,y):

- Taste [ APPS ] 7: Program Editor 3: New... Type: Function -> Program
Variable: euler
- Das Programm eintippen
euler ( funk, xv, yv, X0, y0, xbis, dx, OutStep ) PARAMETER:
Prgm funk Funktionsterm £ (x,y)
xv,yv : Funktionsvariablen
Local xx, yy, m, aus ( x0, y0 ): Startpunkt
CIriO xbis Endstelle der Approximation
Disp " "&string(x0)&" "&string(y0) dx : Intervallbreite der Approximation
OutStep: Ausgabeschritt
y0 ->yy: 0 ->aus
For xx, x0, xbis-dx, dx
funk | xv=xx and yv=yy ->m Aufruf :
yy+m*dx ->yy KA HoME]
aus+1 ->aus
If aus*dx = QutStep Then euler ( -V(5*y)/25 x,y,0,150,271.5,0.5,50)
Disp " " &string(xx+dx)&" "&string(yy) _
0 -> aus o lPramiofs e oz |
Endlf
EndFor
If aus>0 Then
Disp"  "&string(xx)&" "&string(yy) . .
Endlf 250. 1.08063
EndPrem 271.5 .601801
MN MTD SEQ 30730
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1. Herleitung der Losungsfunktion:

Ansatz : - Die Form des Graphen von y und die Eigenschaften von y legen den Ansatz
einer Potenzfunktion fiir y nahe: y (t)=(a+bt)*

Deﬁnitiog: (a+b*tt)yc ->y(1t) = Done

Mittlere Anderungsrate: (y(t+dt)-y(t))/dt -> q(t,dt) = Done

Momentane Anderungsrate:  Limit (q (t, dt), dt, 0) W

Bestimmung der Parameter:  Aus der Differentialgleichung y'(t) = - -—2—\/35- m folgt:
Eé‘it;};j‘li = -3_*% (@a+b-)? Vvt

Manuelle Herleitung’: (bey (bt+a) el = 1%3: (a+bt)° vt
2(c-1) =¢ = c = 2
(b2y =24 = b = i—lg- (y monoton fallend = b < 0)
y(0)=a®=a’=150 = a =+5.J6

Lésung: y(t)= (5 -6 - ~-3\/5—5-t)2

2. Herleitung der Losungsfunktion ( Separation der Variablen ):

5 — & s
()= - y(t) = - dt
Y 25 /y(t) 25

_ (5-t-25.¢)

0

solve ([ (y"-172),y)=[(-V(5)/25,t,0),y) = 5500 and V5-t-25-¢<0
(V(5)*t-25% y2/2500 > y(t,c) =  Done
solve (v (0,c)=150,c¢) = ¢=10-v6 or c=-10-v6
V5-t-25076)2
«J5 (
y(t,10 6 ) = 3500
) o _ (/5-1-250V6)>
Lésungsfunktion :  y (t) 7500
Bestimmung der exakten Entleerungszeiten
1. Auf das halbe Volumen : solve (y (t,10 -v6 )=75,t) = t=50(J2-1)V15 (=80)
2. Véllige Entleerung: solve (y (1,10 -v6)=0,t) = t=50,/30 (~274)

Modellkritik:
- Wasserwirbel ( vorallem am Schluss der Entleerung ) werden nicht beriicksichtigt.

Die SchiilerInnen miissen eine minimale Fertigkeit in der Technik des Sequence Graphing mit dem TI-92 er-
reichen, damit sie bei der Bearbeitung der Modelle nicht an der Bedienung des TI-92 scheitern.

Aufgabe:
Untersuche die Funktion y (t) mit y(t+At)= y(t)(1+ (10-y(t))At/20) und y(0)=1
Bestimme eine Niherung flir y(7). Wannist y(t) =57

* CAS erleichtert die Algebra fiir die Bestimmung der Parameter nicht.
13



1.2.3 Salzen - Entleeren

MODELLIERUNG

Im Meerwasseraquarium sind am Anfang my = 900 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von g% = 6%.
Das Aquarium hat die Abmessungen 1= 180 cm, b= 100 cm und h= 150 cm.

Der Querschnitt des Ablaufs im Boden des Aquariums ist Q = 36 ent.

Pro Sekunde werden z= 18 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von p% = 3% in das Aquarium eingeleitet.

Modellannahmen:

e Die Salzkonzentration im Aquarium ist homogen, dh. in jeder Volumeneinheit ist jeweils gleichviel Salz
enthalten.

e In einem kleinen Zeitintervall wird zuerst das Wasser aus dem Aquarium abgelassen und danach fliesst das
Salzwasser in das Aquarium.

e 1kg Salzwasser = | / Salzwasser. Es ist also: Vo = 900 /7 = 900 000 cm’® und das Zuflussvolumen pro
Sekunde z=18 / = 18000 cm’.

e g=1000cm 7

Bezeichnungen:

S(t): Salzmenge (kg ), die zum Zeitpunkt t im Aquarium vorhanden ist.

V (t) Volumen des Salzwassers ( e’ ), das zum Zeitpunkt t im Aquarium vorhanden ist.
y(t) Wasserhohe ( cm ) im Aquarium zum Zeitpunktt (y (t) 180 100=V (t)).

Gesetz von Torricelli
Unter der Annahme, dass g = 1000 cm s7 ist, gilt fiir die Abflussgeschwindigkeit: v (t) = 205/ y(t) cm/s

Auftrag: Untersuche die Entwicklung der Salzmenge im Aquarium, wenn gleichzeitig der Ablauf offen ist.
Aus der Modellbeschreibung kénnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion S abgeleitet werden.

Eigenschaften von S und V:

e S(0)=V,q/100=54kg Salzmenge zum Zeitpunkt 0
e Der Zufluss bringt konstant z~ p / 100 = 0.54 kg Salz pro Sekunde in das Aquarium. Am Anfang gehen
Q-v(0)

durch den Abfluss S(0)=0.6830 kg Salz pro Sekunde verloren. S ist daher zumindest am

~

107 Vg
Anfang eine monoton fallende Funktion.
e Der Abfluss in einer Sekunde ist am Anfang Q v (0)/ 10° = 11. 38 7. Daher nimmt das Salzwasser-
volumen V( 't ) zu, wihrend der Salzgehalt fallt. Der Salzverlust nimmt also mit der Zeit ab. Dadurch wird der
Salzzuwachs nach einer gewissen Zeit den Verlust tibertreffen, und S wird dann monoton wachsen.

e V(t) ———> V*und S(1) —55— S* (falls z < Max. Abfluss = 36 20 V5 -4/ 150 /107°~19.7)

Allgemeine Approximation:
Wir betrachten die Anderungsrate von V und S in einem sehr kleinen Zeitintervall [t,t+At]:

- V(t) .
Wasserabfluss im Intervall [t, t+ At} =Q v (t)At =36'20x/§~\/ y(t)At=36'20\/-5_~\‘ Mm
= 12 V(o At

Wasserzufluss im Intervall [, t+ Atl:  z 10° At=18 10° At

Wasservolumen zur Zeit t+ At: V(t+At)=V{1)-Q v(t)At+z 10° At
V(t+At) =V (t)-12 J V() At+1810° At (6)
Salzverlust im Intervall [t, t+ At] 0wty S BV gy = 12 s a
alzverlust im Intervall [t, t+ At]: ~Q-v(t)At = - =
V{t) V() J Vo
Salzzuwachs im Intervall [t, t+ At]: 2 % At=0.54 At
14 1?
Salzmenge zum Zeitpunkt t+At: S(ttAt) = S(t)- \/,_,j_'_, S(t)At + 0.54 At (7)
V()
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Approximation mit dem Computer:
Wir wollen die Entwicklung des Salzwasservolumens und der Salzmenge im Aquarium in den ersten 2000
Sekunden betrachten. Dazu unterteilen wir das Zeitintervall von 0 bis T = 2000 s in nmax = 200 gleichlange
Intervalle. Von V (1,)=V (0)=900000und St )=S(0) =54 ausgehend, approximieren wir schrittweise
die Funktionswerte von V und S jeweils an der nichstfolgenden Stelle.

Aus den Gleichungen (6) und (7) fir t=t,; und t+At=t,folgt:

V(ta)sV(tea)-12 [ Vit HAt+18 10° At

SV U VU W JORN WU SO AN TN N SN T O > ) 12

0ttt tna=T S U0) = S {t) - T
v n-1

nmax =200 = At=T/nmax=10 und

t,=At ' n =10n mit n=0,1..200

S(t,,)At + 0.54 At

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE
[F2] Exact/Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

&3 (v
ul (n)=10*n (Zeit: t, )
wil =0 (Zeit: 1, )

v u2(n)=u2(n-1) - 120% ( u2(n-1))+180000  ( Volumen V(1))
ui2 = 900000 ( Volumen V(1) )

u3(n) = u3(n-1)*( 1-120 /v (W2(n-1)) )+ 5.4 (Salz:S(t,))
ui3 = 54 (Salz: S (%))

Bemerkung: Bei einer Folge kann man mit [F4] das Zeichen + setzen oder 1schen. Fiir die so ausgewihlte
Folge wird der Graph gezeichnet.

[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM
X Axis: ul ( Zeit: t, )
Y Axis: u2 ( Volumen: V (t,)) Wasservolumen:
[WINDOW] A N A SO A B
nmin =0 nmax=200 ( Bereich der Nummern )
xmin=0  xmax=2000 ( Bereich der Zeit 1)
ymin=0  ymax=2700000  ( Bereich der Funktion V)

xscl =500 yscl =500000

( Unterteilung der Achsen )

E‘ [GRAPH] [F 3] Trace: por

uci2, 241526
RAD @TD SEQ
K3 (-]
ul (n)=10*n (Zeit: t, )
uil =0 ( Zeit: 15 )
u2(m)=u2(n-1) - 120% ( u2(n-1))*+180000 ( Volumen V(t,))
ui2 = 900000 { Volumen V(ty) )

7 u3(n) =ud(n-1)*( 1-120 /N (u2(n-1)) )+ 5.4 (Salz: S(t,))

ui3 = 54 (Salz: S (1))
[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM
X Axis: ul (Zeit: t, )
Y Axis: u3 (Salz: S(t,)) Salzmenge:
] [WINDOW] ot sce Reraphitathlormle & | |
nmin= 0  nmax=100 ( Bereich der Nummern )
xmin=0 xmax=1000 ( Bereich der Zeit t)
ymin=45 ymax=70 ( Bereich der Funktion S)
xscl =100  yscl =5 ( Unterteilung der Achsen )

s

ncié,
xCi60. uct 50, 0285
FIRIN FRD_AUTD iR

Trace: o>

[GRAPH] [F 3]

Feststellungen:
- Nachnc=120 Zeiteinheiten, d. h. nach x¢=1200 s = 20 min, hat man schon fast das max. Volumen erreicht.
- Nach nc=6 Zeiteinheiten, d. h. nach xc=60 s = 1 min, erreicht die Salzmenge im Aquarium ein Minimum.
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Differentialgleichungen:

Aus den Gleichungen ( 6 yund (7 ) bekommt man

V(t+A)- V(@)

-12 v +1810°
e () +18°10

Die mittlere Anderungsrate des Volumens im Intervall [t, t+At]:

S(t+ At)-S(t) o, 12

At / V(1)

Die mittlere Anderungsrate der Salzmenge im Intervall [t , t+At]: S(t) + 0.54

Die momentanen Anderungsraten zur Zeit t sind dann:

V()= tim YEFAD-V)

= .12 J v +18 10° mit V (0)= 900000 cm’
A t->0 At

S,(t)z hmO S(t+At)—S(t) — 12
At

At ‘/ V(t)

S(t) + 0.54 mit S(0)=54kg

Die Lésungen des Entsalzungsmodells werden wir im 4. Kapitel noch ausfiihrlicher untersuchen.

Aufgaben:

a) Gegen welchen Grenzwert strebt das Volumen V (t) bzw. die Salzmenge S (t)?
Bedingung: z=Q v
solve( 18000 =36 * 20 *V (5*y),y) = y=125
Daraus folgt: V*=2250¢ und S* =2250 3/100=67.5kg

b) Wie gross muss der Zufluss z - gemessen in £ /s - sein, damit das Volumen V ( t ) gegen das Volumen des
Aquariums strebt?

Damit V* =2700 ¢ (y =150 ) ist muss fiir den Zufluss gelten: z* 10’ =36 20 y/ 5-150

18- 30
5

solve(z* 10°=36*20 * V(5*150),z) = z= = 2=19.718. /s

¢) Fiir welche Zuflussrate z nimmt das Vélumen ab?

solve(z*10°<36*20*V(5*50),z) = z< = z<11.384. {/s

1810
5

Modellkritik:
Die Vereinfachung, dass 1/ Salzwasser 1kg Salzwasser entspricht, ist nicht wesentlich.

Wird anstelle des Abflusses eine konstante Menge a ¢ / s Aquariumwasser abgepumpt, so erhilt man ein
wesentlich einfacheres Modell. Dieses Modell wollen wir zum Abschluss noch untersuchen. :
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1.2.4 Entsalzen durch Abpumpen

MODELLIERUNG

Im Aquarium sind am Anfang m, = 900 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von q% = 8%. Solange das
Aquarium, das 2700 kg fasst, nicht voll ist, werden pro Sekunde a = 6 kg Aquariumwasser abgepumpt und
gleichzeitig pro Sekunde z = 8 kg Salzwasser mit einem Salzgehalt von p% = 3 % in das Aquarium eingeleitet.

Modellannahmen:

¢ Die Salzkonzentration im Aquarium ist homogen, d. h. in jeder Volumeneinheit ist jeweils gleichvie] Salz
enthalten.

¢ In einem kleinen Zeitintervall wird zuerst das Wasser aus dem Aquarium abgepumpt, und danach fliesst das
Salzwasser in das Aquarium.

Bezeichnungen:
S(t): Salzmenge ( kg), die zum Zeitpunktt im Aquarium vorhanden ist.
m(t)  Salzlosung ( kg ), die zum Zeitpunkt t im Aquarium vorhanden vorhanden ist.

Auftrag: Untersuche die Entwicklung der Salzmenge im Aquarium.
Aus der Modellbeschreibung konnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion S abgeleitet werden.

Eigenschaften von S :

. S(0)=my q/100=72 Salzmenge zum Zeitpunkt 0

. Der Zufluss bringt konstant z ' p /100 = 0.24 kg Salz pro Sekunde in das Aquarium. Am Anfang gehen
durch den Abfluss a/mg S(0)=0.48 kg Salz pro Sekunde verloren. S ist daher zumindest am Anfang
eine monoton fallende Funktion.

. Die Salzwassermenge m( t ) im Aquarium steigt, wihrend der Salzgehalt stetig fillt. Der Salzverlust
nimmt also mit der Zeit ab. Dadurch wird der Salzzuwachs nach einer gewissen Zeit den Verlust {iber-
treffen und S wird dann monoron wachsen.

Manuelle Approximationen:
Die Zeit unterteilen wir in kleine, gleichlange Intervalle.

Zeitintervallénge : 2 Sekunden

1. Zeitintervall [0,2]
S(0
Salzverlust : a (0 2= 096 Salzzuwachs: z L 2 = 048
mg 100

Salzmenge nach 2 Sekunden: S(2)= 72 -0.96+0.48=71.52kg

2. Zeitintervall {2.4]
Das Salzwassermenge im Aquarium hat sich verdndert .
Sie ist nun nach 2 Sekunden: m Q2 )=my+2 z-2 a= 900+ 4 =904 kg
S(2 2
Salzverlust: a’ (2) . 2= 6 L3z 2 = 0.9494 Salzzuwachs: z L 2 = 048.
m(2) 904 100
Salzmenge nach 4 Sekunden: S (4)=~ 71.52-0.9494 +0.48 = 71.05 kg
usw.

Allgemeine Approximation:
Wir betrachten die Anderungsrate von S in einem sehr kleinen Zeitintervall [t, t +At 1:

Wassermenge im Aquarium zur Zeitt: m(t)= my+(z-a)t = 900+ 2t
S(t
Salzverlust im Intervall [t, t+ At]: 2 2 ey S(1)at=—2s(1)at
m(t) m, +(z—a)t 900+2t
Salzzuwachs im Intervall [t, t+ At]: z Il(;-(; At=0.24 At
Salzmenge zum Zeitpunkt t+At: S(t+At) ~ S(t)- Q)Eé—ﬁs(tw + 024 At (8)
+2
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Approximation mit dem Computer

Wir wollen die Entwicklung der Salzmenge im Aquarium in den ersten 900 Sekunden ( Fiillzeit ) betrachten.
Dazu unterteilen wir das Zeitintervall von 0 bis z. B. T=900 s in nmax = 1800 gleichlange kleine Intervalle.
Von S (t, )=S(0)=72 ausgehend, approximieren wir schrittweise den Funktionswert von S jeweils an der
néchstfolgenden Stelle.

Aus der Gleichung (8) fir t=t,, und t+At=t, folgt:

| At
l
% Y AN NON S TN NN SN SO WA OO W B R s(tﬂ)zs(tﬂ")'ggoizt S(ta) At +0.24 At
0ttt foma=T nmax=1800 = At=T/nmax=0.5 und
t,=At 'n=.5n mit n=0,1,.13800
Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE

[F2] Exact / Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

ul (n)=0.5*n (Zeit: t, )

uil =0 (Zeit: 1)
u2(n) = u2(n-1)*(1-3 /(900+2*ul(n-1)))+0.12  (Salz: S(t,))
ui2=72 (Salz:S(t))
[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM

X Axis: ul (Zeit: t, )

Y Axis: u2 (Salz: S(t,))
KX wiDow)
nmin=0  nmax=1800 { Bereich der Nummern )
xmin=0 xmax=900 ( Bereich der Zeit t)
ymin=40  ymax=100 ( Bereich der Funktion S)
xscl =100 yscl=10 ( Unterteilung der Achsen )

nci 1412, .
5 [GRAPH] [F 3] Trace: pp..b> r:;ﬁa £8e- RAb APFROR 2 75&00365?

Feststellungen:
- Nach ca. 223 s wird die kleinste Salzmenge 53.80 kg erreicht.
- Nach ca. 706 s =11 min 46 s ist wieder gleich viel Salz im Aquarium wie am Anfang.

Differentialgleichung

Aus der Gleichung ( 8 ) bekommt man:
S(t+At)-S(t) 6

Bemerkung

Die allgemeinen Entsalzungsmodelle sollte man erst in Angriff nehmen, nachdem die Schiilerlnnen mit der
selbststandigen Bearbeitung von einfachen Projekten Erfahrungen gesammelt und einige Fertigkeiten im Umgang
mit dem Sequence-Graphing des TI-92 erreicht haben.

Ausblick
Den Grenziibergang von der mittleren Anderungsrate zu der momentanen (lokalen) Anderungsrate, den wir eben
nur andeuten konnten, muss nun bei konkreten Funktionen und Funktionsklassen genauer und systematisch

studiert werden.
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1.3 Projekte mit Losungsskizzen

1. EINFACHE ENTSALZUNG

Eine Salzlosung in einem vollen Behdlter soll durch die stetige Zufuhr von Sisswasser und den Abfluss von
Salzlosung verdiinnt werden. Wie verdndert sich die Salzmenge im Behdlter ? Nach welcher Zeit ist der
Salzgehalt auf die Halfte gesunken?

Modellierung

Fiir die Untersuchung des Problems betrachten wir z. B. die folgende Versuchsanordnung:

In einem Behilter mit V=100 dm’® Wasser sind m=200 g Salz. Durch ein Rohr fliesst pro Sekunde W=1 dm’
reines Wasser in den Behilter, in der gleichen Zeitspanne laufen W dm’ Salzwasser aus. Die Versuchanordnung
garantiert, dass die Salzkonzentration im Behilter stets homogen ist, d. h. in jeder Volumeneinheit ist jeweils
gleich viel Salz enthalten.

Mit S (t) bezeichnen wir die Salzmenge, die im Behilter zum Zeitpunkt t ( Sekunde ) vorhanden ist. S ist also
die Funktion, die in jedem Zeitpunkt t angibt, wieviel Salz noch im Wasser vorhanden ist.

Eigenschaften von S :

e S(0)=200 e S(t)>0
o S ist eine streng monoton fallende Funktion s S(t) —=5 0
e DefinitionsbereichD: t=0 o Wertebereich [W: 0<S(t) <200

e Vermutung: S wird immer langsamer abnehmen

Allgemeine Approxjmation:
Wir betrachten die Anderung der Salzmenge in einem beliebigen sehr kleinen Zeitintervall [t, t +At]

Salzmenge zum Zeitpunkt 0: S{(0)=m=200 Salzmenge zum Zeitpunkt t: S(t)
Salzverlust im Zeitintervall [t,t+At]: = S(t) W\'[A‘ = s(1) -11—'0‘?)—‘
Salzmenge zum Zeitpunkt t+At: S (t+At)~ S(1)-S(t) —l—éaAt

Approximation mit dem Computer

Wir unterteilen das Intervall [0, 100s] in nmax = 200 gleich lange Teilintervalle der Lange At.
nmax =200 = At=T/nmax=05 und t,=t n/nmax =5n mit n=0,1,.,200
S(ty) = S{ta)- St )AL/100=S(t,,;) (1- At/100)

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE

kR (Y=

ul (n)=0.5%n (Zeit: t, )

uil =0 (Zeit: 5 )

u2(n) = u2(n-1)*(1-0.5/100) (Salz:S(t,))

ui2 =200 (Salz: S(ty))

[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM AR ME = =
X Axis: ul (Zeit: t, ) v fw==iZ00m|Trace Rebraphiath|Draw]y
Y Axis: u2 (Salz:S(t))

=X winpow)

nmin=0  nmax=200 ( Bereich der Nummern )

xmin=0 xmax=100 ( Bereich der Zeit t)

ymin=0 ymax=200 ( Bereich der Funktion S)

xscl=10  yscl=50 ( Unterteilung der Achsen ) 169, e dC2100, 142

USE €314 O TYPE + TESCI=CRNCEL

+

[GRAPH] [F 3] Trace: obb

Resultat: Nach nc=138 Zeiteinheiten, d. h. nach xc= 69 Sekunden, sind noch ca. 100 g Salz in der Losung.

19



Alternative:

[TbiSet] tblStart: 135 Atbl: 1

( Startnummer ) ( Schrittweite )
[TABLE]

SER

Exakte Losung

CAS - HERLEITUNG:

S(ti-1+At)=S(ti)zs(ti-l)'s(ti-l)LAt, S(0)=s0 und At = i—

100
Zur Vereinfachung ersetzen wir : z=t/100

Define s (i)=when (1i=0,s0,s (i-1)*(1-2/n))
—sO-(z~n)5 sO»(z~n)lo

~s0-(z~ n)25

sO-(z~ n)30

0 rl10

seq (s (i),1,0,30,5) = {SO

Bemerkungen:
- Ohne die Vereinfachung rechnet sich das CAS ins Abseits.
- Der max. Wert fiir i, der keinen Memory-Error liefert, ist 34 !!

Flr den Grenzwert gilt:
t

S(t)= lim S(0)(1- (”:100)

Wir verweisen fiir die Berechnung dieses Grenzwertes mit Hilfe des CAS auf die Fussnote 3.

Halbwertszeit:

t

Y2 = S(0)e 100 = 200, 100

n

solve ( 200*%e~(-t/ 100)=100, t) = t=100In(2) (=69.3)

Es vergehen 69.3 Sekunden, bis die Salzmenge auf die Halfte reduziert ist.

2. UNBEGRENZTES WACHSTUM

n

30

|

Im Labor wird unter optimalen Bedingungen die Entwicklung einer Bakterienpopulation beobachtet. Wie

wdchst die Poulation ?

Modellierung X
Anfangsbestand N(0)=Ny; =10’

Annahme: Der rel. Zuwachs (prozentualer Zuwachs) in einem sehr kleinen Zeitintervall ist

proportional zur Linge des Zeitintervalls At.
Der Proportionalitétsfaktor ist k = 0.2 pro Stunde.

N(t+A1)-N(1) _
N() "

kAt

N(t+A0-N(1) _
At
Momentane Anderungsrate: N'(t)= kN(t)

Mittlere Anderungsrate: kN (t)

Exakte Losung: N(t)=Nye" = 10° ¢
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3. LERNVERMOGEN

Jeder hat schon erfahren oder erlitten, dass er zundichst sehr rasch und dann immer langsamer lernt und nach
einiger Zeil kaum noch zusdtzlichen Stoff aufnehmen kann. Man néhert sich mit der Zeit der individuellen
maximalen Lernstoffmenge L,

Modellierung  ( siche: Nachsalzungsmodell )
Annahmen: - Die maximale Lernstoffmenge ist 200 einzelne Lerneinheiten .
- Die Lemstoffmenge, die man bis zum Zeitpunkt t ( Minuten ) gelernt hat ist L (t).
- Der mittlere Zuwachs an gelernten Einheiten in einem kleinen Zeitintervall ist proportional
zur Lénge des Zeitintervalls und zur noch lernbaren Lernstoffmenge (L, - L (t) ).
- Mit Experimenten wurde der Proportionalititsfaktor auf 0.02 geschitzt
dh. in einer Minute lernt man im Mittel 2% der noch lernbaren Stoffmenge

Nach welcher Zeit hat man 90% der maximalen Lernstoffmenge gelernt ?

L{t+At)—-1(1)

Mittlere Anderungsrate: n ~ 0.02 (L,-L(t))
Momentane Anderungsrate: L “(t) = 0.02 (L,-L(t))

_2t
Exakte Losung: L{t)= 200-(1 - e 100 )

Die Zeit fur das Erreichen von 90% der maximalen Lernstoffmenge ist :
zeros ( 200%( 1 - e”(-2*t/ 100)-180, t) = { S0ln(10)} t =115

4. EINE KUHLE COLA

Eine warme Cola wird in den Kiihischrank gestellt. Nach welcher Zeit kann man sie trinken ?
(Nach [7])

Modellierung  ( siehe: Nachsalzungsmodell )

Die Temperaturabnahme in einem kleinen Zeitintervall ist proportional zur Temperaturdifferenz und zur Linge
des Zeitintervalls At. Die Temperatur im Kithlschrank ist konstant.

Temperatur im Kiihlschrank. Tg=4°C

Temperatur der Cola: Te=20°C

Trinktemperatur: T,=6°C

Temperatur der Cola zur Zeit t: S(t) 8(0)=Ty=20°C

Temperaturabnahme im Intervall [t, t+At]:  9(t+At) - 9(t) =-k [9(t)-Te] At
k=3 h"

Mittlere Temperaturdnderungsrate: i(jj%ﬁ_(f_). = -k [8(t)-Tg]

Momentane Temperaturdnderungsrate: $'(t)=-k[8(t)-T:]

Exakte Losung: 9(t)=Tg +(To -Tg)e

5. NEUE BANKNOTEN

Die neuen 20-er Noten werden gegen die alten Noten ausgetauscht. Aus Erfahrung weiss man, dass nach 2
Monaten jeweils 80 % der sich noch im Umlauf befindlichen Noten ausgetauscht werden. Wann sind 99% der
Noten ausgetauscht ?

Modellierung analog zum Lernvermogen
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6. TRICHTER

Ein Trichter ist mit Wasser gefillt. Nach welcher Zeit ist er leer ?

Modellierung ( siehe: Entleeungsmodell )
Vereinfachung Der Trichter ist ein Kegel mit dem Grundkreisradius R = 20 ¢m und der Hohe h=50 cm.
Der Einfiillstutzen hat einen inneren Radius r = 1 cm. Im Stutzen ist kein Wasser.

Hohe des Wasserspiegels zur Zeitt:  y (t) y(0)=h
Abflussgeschwindigkeit [em s v(t)= 2045 y(t) cm/s Gesetz von Torricelli
. . R 2
Volumenabnahme im Trichter: AV=[y(t+At)-y (t)]In( 4 y(t) )
Abgeflossenes Volumen: AV= nrv(t)At = 1 2000 y(t) At
2

. t)— ‘ .

Mittlere Anderungsrate: }’it_iﬁ‘zz__é’_(_t_)_ & - (%} 2000 y’3’ “(t)
)2
Momentane Anderungsrate: y'(t) = - G—{-} <2000 y"3/ 2(t)
s 0m)? 2/5

Exakte Losung: y(1) = {h“ 2 . > (-’E} 2000 t}

7. STAUSEE I  Liegende Dreieckspyramide

Das Wasser eines Stausees muss abgelassen werden. Der Stausee hat niherungsweise die Form einer Dreiecks-
pyramide. Die Talsohle ist eine Kante und die Talsperre ist die Grundfldche der Pyramide. Nach welcher Zeit ist
der Stausee leer ?

Modellierung ( siehe: Entleerungsmodell )
Maximaler Seespiegel: Linge a= 1500 m Stirnbreite b =300 m

Maximale Tiefe: Héhe h= 150 m
Abflussquerschnitt: q=1m’
Hohe des Wasserspiegels zur Zeitt:  y(t) y(0)=h
Abflussgeschwindigkeit : v{t)= 245 y() m/s Gesetz von Torricelli
. . . b a ab
Wasserspiegelfliche zur Zeit t: A(t)y=—y(t)—y(t) = = v(t)
2h h 2h~
Volumenabnahme im Stausee: AV=[y(t+At)-y(t)] A(t)
Abgeflossenes Volumen: AV=qV(t)At =29 4 5-y(t) At
, t+A)-y(t)  4-q-h? )
Mittlere Anderungsrate: y(t+ Ay = y(®) ~ . 24 b V5 vy (1)
At a-b
4-q-h*
Momentane Anderungsrate: y'(ty= - 2. 5 J5 y'y 2 (t)
275
10-q-h?
Exakte Losung: y(t) = [hm ————-;.—l—)—-x/g t}
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8. STAUSEE II Liegendes Dreiecksecksprisma

Das Wasser eines Stausees muss abgelassen werden. Der Stausee hat niherungsweise die Form eines liegenden
Dreiecksecksprismas. Der Seespiegel ist ein Rechteck, die Uferwinde sind vertikal und der Seegrund steigt

gleichmdssig bis zum Seespiegel an. Nach welcher Zeit ist der Stausee leer ?

a
S T "
Modellierung ( siche: Entleerungsmodell )
Maximaler Seespiegel: Lange a=1500 m; Breite b =300 m
Maximale Tiefe: Hohe h= 150 m
Abflussquerschnitt: q=1m’
Hoéhe des Wasserspiegels zur Zeitt:  y (t) y(0)=h
Abflussgeschwindigkeit : v(t)= 245y m/s Gesetz von Torricelli
Wasserspiegelfliche zur Zeit t: A(t)=b % y(t)
Volumenabnahme im Stausee: AV=[y(t+At)-y(t)] A(t)
Abgeflossenes Volumen: AV=qv(t)At =2q+ 5y(t) At
" t) - 2.q-
Mittlere Anderungsrate: y(t+ AAZ y(®) & - ath ﬁ y‘” 2 (t)
X . _ _2:qh -172
Momentane Anderungsrate: y'(t)y= - ——g—b——ﬁ y ()
2/3

Exakte Losung: y(t) = [hm —é—;—l—b—h \[g ti}
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2. Ableitung
2.1 Einfiihrung

PROBLEM: Velo - Blitzstart
Welche Geschwindigkeiten erreicht man mit einem Rennvelo wahrend der Startphase? Wie steht es mit der Be-
schleunigung ?

MODELLIERUNG ( Experiment mit konstanter Ubersetzung )

Bei einem Test wurden in bestimimten Abstinden die Zeiten gemessen.

Weginm: S 0 5 10 20 30 50 75 100
Zeitin sec: t 0 2.78 3.79 5.15 6.17 7.74 9.27 10.54

Mit dem Computer (T1-92 als Black-Box ) bestimmen wir zuerst niherungsweise die Funktiof s: t — s(t)
Dazu geben wir die Daten als Listen ein.

1 Fzw {_F3 4 FEv Y FGv [F7
- fm Zoom|{Tracel|ReGraphiMath|Draw|~

L=

{0,2.78,3.79,5.15, 6.17,7.74,9.27, 10.54} ->1t
{0, 5,10, 20, 30, 50,75, 100} -> s a
Newplot 1,1, t,s

—— o
K3 [WINDOW]
xmin=-1 xmax=11 ymin=-1 ymax=100 o
o
o
[GRAPH)] o
MAIN RAD_ADTO FUNC

Das Punktediagramm legt den Ansatz des Modell s = a t® nahe. Fiir dieses Modell ist t= 0 beim TI-92 nicht ’er-
Jaubt. Es ist zum vornherein s ( 0 ) = 0 definiert. Wir miissen die Datenlisten korrigieren.

{2.78,3.79, 5.15,6.17,7.74,9.27, 10.54} >t T NewPlol s g SIAL YRR Tone
{5, 10,20,30,50,75, 100} ->s ®ClrGral a =, 500674 Done,
«ClrGral b =2.249359 Done
PowerReg t,s ’ g%:;g 3:%; :
ShowStat = e {5 16 100>
RegEq (x)-> yl1(x) » Powerr| (ERter=oK F Done
NewPlot 1,1,t,s shouwstat
S [GRAPH] ( Punktediagramm mit dem Graph ) L e e

H

Fiir die weiteren Untersuchungen verwenden wir das leicht vereinfachte Modell :
9

s<t>=—;-tZ (1)

I i Few [ Fz Fq FEw Y FG¥ [F7
- a Zoom|Trace|ReGraphMath]Draw{~ fy

|

MAIN RAD AUTO FUMC

5 Beim Versuch ist t die abhéngige und s die unabhingige Variable; die Vertauschung ist aber nicht wesentlich
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Die mittlere Geschwindigkeit in einem sehr kleinen Zeitintervall [ t, t +At ] ist die mittlere Anderungsrate
des Weges s :

DelVar t,s
wN9/4)/2->s(tt) = Done
(s(tl1+Atl )-s(tl))/Atl ->vm (tl,Atl)

vm (t, At)

(t+A DY %4
2At

Bemerkungen

Eingabe von A: [l [G] [4] [D]

at. -
s(t+at) !
&S
sty
t t+at

- Bei der Definition und dem Aufruf einer Funktion darf man nicht die gleiche Variable verwenden.

INTERPRETATION
Die mittlere Geschwindigkeit vm (t, At ) ist die STEIGUNG DER SEKANTE IM INTERVALL [t,t+At]L

DARSTELLUNGEN DER MITTLEREN ANDERUNGSRATE vm(t,At):

1.

Tabelle

[MODE] Graph -> 1: FUNCTION [ENTER] [ENTER]

vm (2,x) -> y1(x)

E [Y:] y2(x)=vm (4,x)
y3(x)=vm (6,X)
y4(X)='vm (8 ’x)

@ [F]  Axes ... OFF-> 2: AXES

=] [oiser] histart: 0.35 Atbl :-0.05

ER] 14515

[TblSet] tblStart: 0.07 Atbl:- 0.01

E [TABLE] usw.

INTERPRETATION

Die Resultate aus der Tabelle lassen vermuten, dass
fiir At -> 0die Grenzwerte von vm (t,At) mit
=2,4, 6,8 existieren.

3D-Graph

2

~ 14
L

= lolololololole
b b bt onf b bt b

def

X 2 L
2.7344]6. 433710, 641 5.219{
.06 12,726 |6.4237110.63 115.207
.05 12.7176]6.4137]10.619(15.
04 2. 7092|6.40386]10. 60815
. 03 2.7008]6.3938]10.597]15. 172
.02 |2.6925)6. 3839]10. 586/15. 16
.01 2.6841]6, 373910.575115, 146
B. undef ungef undef |undef
x= .07
| HMaiN RAD AUTO FUNC

[MODE] Graph .......... FUNCTION-> 5: 3D [ENTER] [ENTER]

v (X9y) - ZI(X:Y)

FEw T Fgv YF?

1 Fev 1 F3 Fi
E [Y=] v E Zoom|TraceReGraph|Math|Draw hd

E [F] Axes..OFF-> 2:AXES
[WINDOW]

eyeB°=-165 eyed®=50
xmin=0 xmax=12 xgrid&=1 (=t)

ymin=0 ymax=1.5 ygrid=25 (=At)

zmin=0  zmax=20 (=vm(t, At)) |HRIN

[F2] 6: ZoomStd

@ [GRAPH]

INTERPRETATION:
- der Graph von vm (t, At ) ist eine Fliche

- dass der Graph von vm ( t, At ) fiir At = O existiert, kann man vermuten, aber nicht sicher erkennen.
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ZOOM-Operation 1

Die mittlere Geschwindigkeit ( mittlere Anderungsrate des Weges ) in immer kleineren Intervallen:
Bezeichnung fiir den TI-92:  yl(x)= s(t)

Wir legen die Sekanten durch den Punkt P (2,y1(2) ) und einen 2. Punkt, der immer niher an P heranriickt.

G . y1(5)-y1(2)
erade durch zwei Punkte P (2,y1(2)) und Q(5,y1 (5) ) y2(x) = —————5—:-5—————(x-2)+y1(2)

vl

y1 (X)=x7N9/4) 12

y2 (0)=(y1 (5)-y1 ())3*(x-2)y+y1 (2) F6 2: Dot
¥3 (0=(y1 (4)-y1 (2))2*(x-2r+y1 (2) F6 2: Dot .
v4 (x)=(y1 3)-y1 Q)/1*(x-2)+y1 (2) F6 2: Dot
y5 ()=(y1 (2.5)-y1 (2))/0.5%(x-2)+y1 (2) F6 2: Dot

FEw Y Fav TF7

—
ai [WINDOW] eGraph Math(Drau|

=0 xmax=10 ymin=0 ymax=20

o .,..-'Ijﬁl-'f':_:::::::Ii--~""

pyn— Sm——
RAD AUTD FUNC

FEv
v {-— Zoom Trace ReGr‘aph Math Dram - /

[F2] Zoom 1: ZoomBox , g .
K xc:1.01 A
N xc:3.86 ' ) ...........

[F5] Math [A]: Tangent 2
= y=2.67572x%x -2.97302 (Tangente)

MRIN . FAD AUTH FONC

ZOOM-Operation Il

[Y=]  y2.,.,y5 loschen

K3 [wINDOW]
xmin=0 xmax=10 ymin=0 ymax=20

[GRAPH]

fev YF?
- f—- Zoom Tr*ac.e ReGr-aph Math Drawl+

[F2] Zoom 1: ZoomBoxK xc:1.01 ﬁ" . i
N xc:4.04
[F5] Math [A]: Tangent 2 - =zoon|Trace Retraph|Math|Drau«

=  y=2.67572x -2.97302 (Tangente)

[F2] Zoom 1: ZoomBox K xc:1.51

N xc:2.34
[F5] Math [A]: Tangent 2
=  y=2.67572x -2.97302 (Tangente)

Ly=Z2.67572x -2, 97302
| FiAT AD_AUTD FINC

Feststellung:
In einer kleinen Umgebung von P(2 , y1 (2)) ist die Tangente eine gute Naherung fiir den Graphen von y1 (x).
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Momentane Geschwindigkeit :

Die momentane Geschwindigkeit v( t)
zum Zeitpunkt t ist der Grenzwert der
mittlere Geschwindigkeit vm (t, At),
fiir At ->0, falls dieser Grenzwert
existiert.

¢34
Limit (vin (t, At ), At,0) =

t5/4

Es gilt also : v(t) = 5

INTERPRETATION
Die momentane Geschwindigkeit (momentane Anderungsrate des Weges) zum Zeitpunkt t ist gleich der
STEIGUNG DER TANGENTE AN DER STELLE t des Graphen vons.

Momentane Beschleunigung: .
Die momentane Beschleunigung a (t) zum Zeitpunktt ist der Grenzwert der mittleren Anderungsrate der
Geschwindigkeit v (t) fiir At -> 0.

91t 45t
n > v(tt) = Done Limit ( (v (t+ At )-v(t)) / At , At, 0) = 32

Beachte: Fiir die Definition und den Aufruf einer Funktion darf nicht die gleiche Variable verwendet werden
(Error: Circular definition). Wir verdoppeln daher bei der Definition einer Funktion jeweils den
letzten Buchstaben der Variablennamen.

45¢"
32

Es gilt also : a(t) =

PROBLEM: Raketenstart
Ein Raketenstart kann mit der Funktion h: t ~ /6 [m] beschrieben werden. Welche Geschwmdzg—
keiten erreicht die Rakete wihrend der Startphase? Wie steht es mit der Beschleunigung ?

CAS - Befehle

Grenzwert : limit ( Funktionsterm, Variable, Punkt [, Richtung])

" _ |x fallsx<1
Beispiel: f(x) = {“l sonst
when (x<1,x,x+1}->f(x) =
linksseitiger Grenzwert:  limit (£ (x ), x, 1, -1) =
rechtsseitiger Grenzwert:  limit (f(x ), x, 1, 1) = 2
beidseitiger Grenzwert: limit (f(x),x,1) =

Differenzenquotient: avgRC ( Funktionsterm, Variable [, h ]) (avarage rate of change)
Wird h weggelassen, so wir fiir h der Wert 0.001 eingesetzt.

o 95/4
Beispiel: - > v(t) = Done

9-((t+Aan4 — 54
8-At

avgRC (v(t),t, At) =
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2.2 Grundlagen

THEORIE ( Traditionelle Bearbeitung )

Grundlagen:

o Differenzenquotient - mittlere Anderungsrate » Ableitungsfunktion

e Differentialquotient - die lokale Anderungsrate o Bezichung: Ableitung - Stammfunktion
» Ableitungen der elementaren Funktionen ¢ n-te Ableitung

e Linearitit der Ableitung

Grundfertigkeiten:

e Ableitungen einfacher Funktionen mathematisch herleiten.
o Ableitungsfunktion skizzieren.

 Linearitiit bei der Ableitung von Funktionen einsetzen.

o Stammfunktionen einfacher Funktionen bestimmen.

Bemerkungen:

e Das CAS sollte man jeweils erst einsetzen, wenn die SchiilerInnen den Grundgedanken erfasst, und beim
Losen einfacher Probleme eine gewisse Grundfertigkeit erreicht haben.

e Auf die Ableitungsregeln (Produkt- , Quotienten- und Kettenregel ) konnte man verzichten. Man darf aber
dann keine grosse manuelle Fertigkeit bei der Bestimmung von Stammfunktionen erwarten.

Bei der Erarbeitung der Grundlagen kann der TI-92 zur Veranschaulichung und zur Vertiefung der Theorie ein-
gesetzt werden.

2.2.1 CAS - Ableitungen

CAS -Herleitung: Ableitungen elementarer Funktionen

ALLGEMEIN :

Gegeben :Funktionf:x = ¥

Funktionsterm ->f(xx) = Done Definition der Funktion f

(f(x+8&)f(x))/dx -> q(x,d)=> Done Differenzenquotient - mittlere Anderungsrate

Limit (q(x,8x),8x,0) Ableitung: Differentialquotient - lokale Anderungsrate
Bemerkungen ’

- Fiir die Definition und den Aufruf einer Funktion darf nicht die gleiche Variable verwendet werden , wenn
der Aufruf nicht identisch mit der Definition ist ( Error: Circular definition ). Wir verdoppeln daher bei der
Definition einer Funktion jeweils den letzten Buchstaben der Variablennamen.

- & erhilt man mit [A] [d]°. Vereinfachung : dx verwenden

BEISPIELE:

o f(x)=X" e f(x)=sinx
xx™n ->f(xx) = Done sin( xx ) -> f (xx) = Done
(f(x+08x)-f(x))/8x -> q(x,dx) (f(x+dx)-f(x))/dx-> q(x,dx)

.n

Limit (q(x,0x),90x.0) = Limit (q(x,dx),dx,0) = cos(x)

fr(x)=(x")"' =nx"' f'(x) =(sinx)' =cosx
o f(x)=xP" e f(x)=cos(x)
e f(x)=a(x) e f(x)=Iln (x)
Aufgaben:
CAS Herleitungen fiir die Ableitungen von :
tan(x) , arcsin(x), arccos(x), arctan (X ), log (x)

¢ Vorsicht: Ax ist eine Systemvariable. Die Verwendung der Variablen kann zu Problemen fiihren.
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Demonstrationsbeispiel fiir das Programmieren einer einfachen Funktion:
Funktion erzeugen:

- Taste [ APPS ] 7: Program Editor 3: New... Type: Program -> Function
Variable: ableiten

- Das Programm eintippen

[HOME] Aufruf des Programms

ableiten ( funk, xv ) PARAMETER:

func funk : Funktionsterm f(xv)
local dax, xx xv:  Funktionsvariable
return limit ( ((funk [xv=xx+dx)- ( funk |xv =xx))/dx, dx, 0 )

endfunc Aufruf:

ableiten (x*sin(x),x) = XX cos(xx)+ sin(xx)

CAS - Ableitungsbefehl  d(f(x),x)

Fiir die Ableitung muss man die Tasten [d] verwenden.

d(sin (x),x) = cos(x)

sin(b*t)* eN-a*t) >’ w(ta,b) = Done

d{w(t,a,b),t) =  bcos{(bt)e®-asin(bt)e
ANWENDUNG: Bestimme den Schnittwinkel der Graphenvon f x+>e™™ und g:x 3
X°+1
en(-xx) ->f(xx) = Done
xx/(xx"2+1)->g(xx) = Done
zeros (f(x)-g(x),x)->x0
x0[1]} ->xo0
d(f(x).x)|x=x0->mf] :E Zoom|Trace Ref:‘fr‘iaph Math|Draw|v
d(g(x)x)|x=xo0->mg N
TAN ' (abs ((mf-mg) /(1 -mf*mg))) =  31.4895
bzw. Im Bogenmass = 0.549595
mf * (x - x0 )+ f(x0) -> tf (x) =  Done T
mg * (x-x0 )+ g (x0)->tg (xX) = Done
MM DEG ﬁ_uﬂ] FU_NC

[WINDOW] xmin=-4  xmax=4
ymin= - 1 ymax=1

[HOME]

graph {f(x),g(x).tf(x),tg(x)}

Bemerkung: Die Tangenten konnen auch mit [F5] Math A : Tangent im Grafikbildschirm gezeichnet werden

7 Es lohnt sich alle Parameter anzugeben: Z (v, 1, 0, n) ->f(n) und f(w)|v=3/4 => undef
Z(vM,4,0,n)->g(vn) und g(v,o)|v=3/4 =4
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CAS - Ableitungsfunktion
Der Graph der Funktion f: x X’ +x*-6x und der Graph der Ableitungsfunktion f' sollen im gleichen

Koordinatensystem dargestellt werden.
FEV
I"" f-—lZoomlTrace lReGraph }Math lDrawlv l l

1. Variante
CirGraph

X3 4+ xM2 -6%x > (%) =  Done
d(f(x) x)->df (x) = Done
g [WINDOW] xmin=-4  xmax=3

ymin=-8§  ymax=10 \'
[HOME] graph {f(x),df(x)}
RQD AUTD FlI_NC

Problem: Einige Operationen in Menii [F5] [MATH] ergeben

filschlicherweise ,,NO SOLUTION* I' T ST - Ev X FEv >
l' £——lZoom!Tr‘ace lReBr*aph }ﬂath[ﬂramlv l ’

2. Variante
ClIrGraph
[Y =] yl(x)=x"3+x"2-6%x [F6] 4: Thick
y20)=d(yl(x),x) [F6] 2:Dot
§ [GRAPH] /
m’i MTD F!_I_NC
Aufgaben
Stelle die Graphen der Funktion fund ihre Ablemmgsﬁmktxon f' mit dem TI-92 dar.
a) f(x)=x"-2x-4 b) f(x) =¥ -5x+2 c) f(x)=sinx +1

Definiere mit dem CAS die Funktion f, bestimme deren Ableitungfunktion f ' und stelle die beiden
Graphen dar.

-X falls x< 0 -X falls x< O

a) f(x)= {x° falls 0<xs2 b))  f(x)= {sin® falls 0Sx <

4x-4 falls x> 2 (x-%n)z-—xz— falls x>=n

Kontrolliere mit dem CAS die Losungen der folgenden Differentialgleichungen :
a) y=-ay y=be** b) y'y=y“=-y y=Asinx+Bcosx

2.2.2 CAS - Hohere Ableitungen d(f(x),x,n)
Bemerkung: Die n-te Ableitung einer Funktion kann nicht allgemein aufgerufen werden.

Untersuche die Ableitungen von f: x > -1—5-

X >f(xx) =  Done

1—-xx

d(f(x),x,1) = 17 d(f(x),x,2) = -2
(x—-1)" (x-1?

d(f(x).,x,3) = 64 d(f(x).x,4) = —245
(x=-1) (x-1
dn (_l)n'é-ln!

Vermutung: f'")(x)= Ex—“_f(X) = D™
x—.
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Beweis mit vollstindiger Induktion:

Moot *mn !/ (xx-DNootD)-> af (xx,nn ) = Done

Verankerung:
af(x.,0) = =L falscht
x-1
1
af(x,1) = richtig !
x-p?
Vererbung:
af(x.n+1)-comdenom(d (af (x,n),x)) = 0 richtig !
dh. ™Y (x)=(f"(x))' V n21

Aufgaben

Bestimme die n-te Ableitung von f und beweise die Vermutung.

a) f:xm xe© b) f: x>  2x+1 ¢) f: x+>sinx cosx

Erweiterungen:

CAS - Einseitige Ableitungen

abs (sin (xx)) ->f(xx) mittlere Anderungsrate: avgRC (f(x),x,h)

linksseitige Ableitung: limit (avgRC(f (x), x, h), h, 0,-1)) {x=0

rechtsseitige Ableitung: limit (avgRC(f (x), x, h), h,0, 1)) [x=0

CAS - numerische Ableitung

- (| sin(x - h) || sin(x + h) | )

nDeriv (f(x),x,h) = o

e) f: x> =

| sin(x +h) | - | sin(x) |

h

= -1

31



2.2.3 CAS - UNTERSUCHUNG zur Produktregel

Leite mit dem CAS ab:
sinx e” =

Folgerung: Welche naheliegende Regel gilt sicher nicht ?

Bestimme mit dem CAS die Ableitungen der folgenden Funktionen.

Funktion: Ableitung:
h(x)=x sinx

h(x)=x¢"

h(x)=cosx Inx

h(x)= i/x_e

Finde und formuliere eine Regel. Zerlegé dazu h in 2 Funktionen f und g.

VERSUCH:

Produktregel:

Uberpriife die Vermutung an den folgenden Beispielen:

Funktion: Vermutung ( Regel ) Ableitung mit CAS
h(x)=xInx

h(x)=x" cosx

h(x)=cosx sinXx
hix)= 5\/ x* x*

Mathematischer Beweis:

Bemerkungen:
limit ( ... ) funktioniert nicht fir f(x)g(x) ‘
d (f(x)*g(x)), x) liefert direkt die Produktregel, aber das ist natiirlich kein Beweis

Die Quotienten- und Ketttenregel kénnen analog eingefiihrt werden.
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2.2.4 CAS - UNTERSUCHUNG zur Differenzierbarkeit

Es gibt Funktionen, die sind an einzelnen Stellen definiert, aber dort nicht differenzierbar. Die Sekanten-
biischel bei differenzierbaren Stellen sind grundsitzlich verschieden von den Sekantenbiischel bei nicht
differenzierbaren Stellen.

Programm erzeugen:

- Taste [ APPS ] 7: Program Editor 3: New... Type: Function -> Program
Variable: Diffbar

- Das Programm eintippen

Aufruf: (im Home-Screen )
Diffbar ( funk, x, x0)

Prgm
[ HOME ]

Diffbar ( ABS(sin(x)) ,x,0) [ENTER]

Local deltas, i, dx, m, y0

{2,1.75,1.5,1.25,1,.75,.5, .25, 01 }->deltas

PARAMETER:
x0-3.5->xmin : x0+3.5 -> xmax funk Funktionsterm f (x )
-1.5+ funk [x=x0 -> ymin X Funktionsvariable
1.5+ funk [x=x0 -> ymax \ x0 : Stelle
funk [x=x0->y0 = e ‘
ClrGraph : ClrDraw }iiglzrozom Trace |ReBraph|Math D;Saw!v & | l
DrawFunc funk

Circle x0,y0, .1

Fori, 1,8
deltas[i]->dx
((funk | x=x0+dx ) -y0 )/ dx ->m
DrawSlp x0, y0, m

-dx->dx

Aufgaben
g ﬁmgl{ X“?;O“de )-y0)/dx->m Untersuche mit dem Programm die Differenzierbarkeit
rawsip xU, yU, m von
EndFor a) f(x)=]1/4x"-4|
b) f(x)= sinx +|sinx]|
EndPrgm Was bedeutet die Differenzierbarkeit an der Stelle x,

anschaulich ?

Hinweis: In einem Programm kann die Strichart nicht ausgewihit werden.

Quelle: Scheuermann Hellmut und Weller Hubert, Computersoftware als methodische Hilfe bei der Begriffs-
entwicklung im Mathematikunterricht, erschienen in: Hirscher Horst (Herausgeber), Wieviel Termum-
formung braucht der Mensch?, Verlag Franzbecker, Hildesheim, 1993



2.3 Kurven

2.3.1 Kurvendiskussion mit dem CAS

Untersuchung am Beispiel
Definition:

Nullstellen: zeros ( £(x), x)

1/8*xx™M3-1/2*xx"2-5/2*xx+6->f(xx)

fx)=1/8 X~ X' 2¥x+6

= Done

= {-4 2 6

}

Extrema: Illustration des Satzes: An den Extremalstellen des Graphen von f gilt f°(x) = 0.

Wie verlaufen die Tangenten in den Extremalpunkten?

graph f (x)

Suche Minimum und Maximum und zeichne dort die Tangenten ein:

[F5]/3: Minimum
Lower Bound? xc: 3 / Upper Bound? x¢: 5
=> Minimum (4.23927 / —4.06067)

[F5]/[A]: Tangent Tangent at?
xc: 4.23927 = y=0.000009x-4.06071

[F5]/4: Maximum
Lower Bound? xc: -3 / Upper Bound? xc: -1
= Maximum (-1.5726 / 8.20882)

[F5]/[A]: Tangent Tangent at?
xc: —-1.5726 = y=0.000002x+8.20882

sv Y Fe¥ JF7

1 Fe¥ Y F3 Fy ¥
v ?—‘i Zoom|TraceRebraphiMath|Drauw|~

=

/

y=, 000009x% -4. 06071

MAIN RAD RUTH

1 Fev Y. F3 i 3 F&v YF7
v {-“-‘i Zoon|Trace|Rebraph Mat:h Drawis

N/

y=, 000002x+8. 20882

NS

MAIM ERD AUTH
e m——

FUMC
e

Vermutung: Bei den Extrema von f ist die Tangentensteigung 0, also f *(x)=0.
Uberlegung: f°(x)=0 ist sicher notwendige Bedingung fiir eine Extremalstelle.

Anwendung des Satzes zur exakten Berechnung der Extrema:

4 [Home]

zeros( d( f(x), x), X) — extrema = {

ans( 1) @ [Enter]

219 -2) 2(+/19+2)

72 )

= {~1.5726 4.23927}

Berechnung der Funktionswerte an den gefundenen Stellen:

2(19\f1—§ + 28) »2(19«/1"9" - 28)

f (extrema) =

ans( 1) @ [Enter]

27 27

= {8.20882 -4.06067}
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Wendepunkte:  Klassische Herleitung des Satzes: In den Wendepunkten des Graphen von f gilt f** (x) = 0.
Anwendung des Satzes zur exakten Berechnung des Wendepunktes:

zeros( d (£(x).x,2),x) > wendept = {4/3}

f (wendept) = {56/27} - = = = = = =
)| Fiv Ew Iy

ans(1) ®[Enter] = {2.07407} [l g=|Zoom|Trace [ReGraph|Math|Draw|« &

Direkte Bestimmung: ~ \

Graph f(x)
[F 5]/ [8]: Inflection
Lower Bound ? xc: 0 [Enter]

9 . Inflection
Upper Bound ?  xc: 4 [Enter] xg: i .§3333 yc:2. 87407
AN RAD ALTH FUNC
Wendetangente:
4 [Home]
(d(f(x),x) ]| x=4/3)*(x-4/3)+56/27->t(x) => Done
Graph t(x)

Programm : Kurvendiskussion

Die Kurvendiskussion kann weitgehend automatisiert werden. Mit dem folgenden einfachen Programm konnen
rationale Funktionen diskutiert werden.

Aufruf : (im Home-Screen )

[ HOME ]

[MODE] [F2] Split Screen ... FULL -> 3: LEFT-RIGHT

[WINDOW]
xmin=-5 xmax=35
ymin=-3  ymax=3 = M

u-blerte {1-252
Max-Min {12
+1iMax -1:Min signqq

kurvdisk ((x"2-x)/(x"2-x-6),x)

Weiter: Taste
RAD RUTO

FUNC 30730 BATT

Programm erzeugen:

- Taste [ APPS ] 7: Program Editor 3: New... Type: PROGRAM ->
Variable: kurvdisk

- Das nachfolgende Programm eintippen
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kurvdisk ( funk, xv ) CIrlIo

Prgm zeros ( d (funk, xv ), xv, 2) -> xx
: Disp "WENDEPUNKTE:"
Local xx, zz Disp " "
Disp "x-Werte "&string (XX )
CirIO Disp "y-Werte "&string ( funk | xv =xx)
CirGraph :  ClrDraw Disp ""
DrawFunc funk |[xv=x Disp "Weiter : Taste"
Disp "Weiter : Taste" While getKey()=0 : EndWhile
While getKey()=0: EndWhile
ClrIO ClriO
zeros ( funk, xv ) -> xx Disp "Gebr. rat. Funktion”
Disp "NULLSTELLEN:" Disp " "
Disp " " Disp "ASYMPTOTEN:"
Disp xx Disp "y=.... ( ganzer Teil von : )"
Disp "" Disp propFrac ( funk )
Disp "Weiter : Taste" Disp ""
While getKey()=0 : EndWhile Disp "Weiter : Taste"
While getKey()=0: EndWhile
CIrIO
zeros ( d (funk, xv ), Xv ) > xx CIrio
Disp "EXTREMA:" Disp "Gebr. rat. Funktion"
Disp "-m-momemmememes " Disp " "
Disp "x-Werte "&string ( xx) Disp "POLE:"
Disp "y-Werte "&string ( funk | xv=xx) Disp "x = "&string ( zeros(getDenom ( funk ), xv)
- d(funk xv,2)|xv=xx ->2zzZ Disp""
Disp "Min/Max "&string ( 2z ) Disp "Weiter : Taste"
Disp "+1:Max-1: Min sign (0): Sattel While getKey()=0 : EndWhile
Disp ""
Disp "Weiter : Taste"
While getKey()=0: EndWhile EndPrgm
PARAMETER:
funk Funktionsterm
XV ! Funktionsvariable

2.3.2 Interpolation mit Ableitungen

Beispiel: Strassenbau
Die beiden Strassen s; und s, sollen durch ein moglichst 53
optimales Zwischenstiick miteinander verbunden werden.
s v=0, x<0, Sy y=x=3, x26, A(0,0), B(6,3).

1. Ansatz: Verbinde A und B durch ein Geradenstiick 3 ,

Gerade durch A und B: B t
{0, 6} — xwerte = Done St A ] R
{0, 3} — ywerte = Done 6 x
linreg xwerte, ywerte
regeq(x) — y(x) => Done
y(x) = 5-x

Dieser Weg ist nur moglich, weil der TI-92 die passende
Regressionsmethode zur Verfligung stellt.

Praktischer Nachteil: Knicke bei A und B. Bei hoher Geschwindigkeit besteht erhebliche Unfallgefahr!

36



2. Ansatz: Verbinde A und B durch den Graphen einer Polynomfunktion:
Folgende Bedingungen sind zu erfiillen:

Anschluss bei A: y(0) =0
Anschluss bei B: y6) =3
Kein Knick bei A: yv(0) =0
Kein Knick bei B: y(6) =1
Keine abrupte Bewegung des Lenkrades bei A:  y’(0) =0
Keine abrupte Bewegung des Lenkrades bei B:  y’(6) =0

Es sind 6 Parameter nétig, weshalb wir mit einem Polynom 5. Grades arbeiten:

a*xNS+b*xN+c*x N3 +d*x 2 +e*x+f—> y(x) = Done

y(0)=0 = =0

y(6)=3 = 7776a+ 1296b + 216¢c + 36d + 6e + =3
(d(y(x),x) [x=0)=0 = e=0

(d(y(x),x) [x=6)=1 => 6480a + 864b+ 108c +12d +e=1
(d(y(x),x,2) [x=0)=0 = 2d=0

(d(y(x),x,2) x=6)=0 = 4320a+ 432b+36¢c+2d=0

Nach manuellem Vereinfachen bleibt noch folgendes Gleichungssystem tibrig:

7776a+ 1296b + 216¢c =3
6480a+ 864b+ 108c=1
4320a+ 432b+ 36¢=0

Ldsung mit simult oder rref liefert a =0, b =-1/432, ¢ = 1/36, also y(x) = —Zé—é— x4 + 5% x3.

Der Unterricht und die zu verwendenden Losungsverfahren sind bei diesem Thema stark rechnerabhingig. Bei
einigen CAS geniigt es, den Ansatz fiir y(x) festzulegen und die Bedingungsgleichungen zu formulieren. Den
Rest erledigt der solve-Befehl.

Aufgaben:
1. Strassenbau I: Die Autobahnen g: y = x und h: y = —x sollen durch ein méglichst sicheres Strassenstiick
miteinander verbunden werden. Das Strassenstiick fithrt von

a) A(l, 1) nach B(-1, 1) b) A nach C(1,-1)

Bestimmen Sie die Gleichung des Verbindungsstiick in den Fillen a) und b).

2. Strassenbau II: Die Strassen s;: y = -2, x < -2 und s,: y=2, x 2 2 sollen durch ein s-formiges Stiick
miteinander verbunden werden. Welches ist die Gleichung dieses Vembindungsstiicks?

Die folgende Aufgabe ist etwas speziell: Weder bei a) noch bei b) treten Ableitungen auf. Dafiir fiihrt b) auf
ein nichtlineares Gleichungssystem, dessen Losung mit dem TI-92 einige Geduld erfordert.

Ein Kabel soll iiber eine 10m breite Strasse gehiingt werden. Die Befestigungspunkte befinden sich auf beiden
Seiten in 8m Héhe, und in der Strassenmitte ist das Kabel noch 6m iiber der Strasse.

LI

a) Wir nehmen an, der Verlauf des Kabels werde durch ein Polynom beschrieben. Welches ist seine
Gleichung? Wie lange muss das Kabel sein (das kénnen Sie im GRAPH-Bildschirm mit F5 / B: Arc
berechnen lassen)?

b)  Die Physik lehrt, dass der Verlauf des Kabels besser durch eine Funktion der Bauart a cosh(x/a)+b
beschrieben wird. Welches ist seine Gleichung? Wie lange muss das Kabel sein (das konnen Sie im
GRAPH-Bildschirm mit F5 / B: Arc berechnen lassen)?

$

c) Stellen Sie die beiden resultierenden Graphen dar.
Hinweis: Wihlen Sie den Nullpunkt des Koordinatensystems genau in der Strassenmitte.
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2.3.3 Ellipsengleichung

Definition :Ellipse = { P (x,y)| F,P +FP =2.a}

CAS-Herleitung:

Quadrieren:

X+C

Fi(-c, 0)

expand ( (¥ (y"2+(c-x)"2) + V ( y 2+(c+x)"2) = 2*a )*2)

2 . 2
=2 Yx2-2-cx+yi+c? Yx2+2-cox+y2+e? +2:x2 +2-y2 +2:¢c? =4-a°

Wurzeln separieren:
ans (1) -2¥x"2 -2*y"2-2%c"2

= 2'\/x2 —2-c~x+y2 +c? -\/x2 +2~c-x-¢-y2 +c? =2.%? —2-y2-4~4-a2 -2.¢?

Quadrieren:
expand (ans (1) *2) -> gleich

=>4x+8xy-8cX
8 ¢l xX+4y-16aty

Ordnen:
0 = right ( gleich ) - left ( gleich)

= 0=(-16a’+16 ) x*- 162>y’ +16a*- 162 b’

Ersetzen:
ams (1) | c"2=a"2 - b2

Vereinfachung:

propFrac (ans (1) / (16*¥a"2*b"2)*(-1) +1)

ans (1) /(-16) + a"2*b"2

TImplizites Differenzieren:

d(x"2/a™2+yx)"2/b2=1,x)

Tangentengleichung:

(ans (1) - 2*x/a™2 ) * b2/ (2*y(x) )
right (ans(1)) -> m(x)

¥(x) - y(x0) - m(x0)*(x-x0)=0

ans (1) *a"2*y(x0)
Manuelle Vereinfachung:

Erweiterung:
Kriimmung und Kriimmungsradius

Uy

=-.16"b>x’ - 162y + 16a°b°

260 - ()

+
b2 a‘

oder nur

Warning: Differentiating an equation may produce a false equation

d (5 =
L (ye0) =

Done

y(x)+

2 y(x0) y(x) +b* x0 x -2’ (y(x0)) -b* x0°=0

-b?-x
a® - y(x)

b -x0-x—a%-(y(x0))* =b? -x0% _
a’ -y(x0)

a® y(x0) y(x) +b* x0 x=2a>" b’

0
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2.4 Extremalwertprobleme

2.4.1 Zwei geometrische Extremalwertprobleme

1. PROBLEM
Aus gleichlangen Stangen ( Ldnge a ) werden die Stitzen fiir ein Zelt hergestellt. Wie baut man damit ein
optimales Zelt ? Hast du ein Vermutung fiir die Losung ?

Modellierung:
Das Zelt ist etwa optimal, wenn die Querschnittflache
des Zeltes ( Dreiecksprisma ) maximal ist.

f(x,h)=xh mit h = Va2 -x?

Bedingungen: 0<x <a

CAS - Lésungen:

V(aa"2-xx*2) -> h = Done  (Nebenbedingung )
xx *h -> f(xx,aa) = Done ( Extremalbedingung )
Ableiten und Nullstllen bestimmen: ‘ a l _ I a ]
zeros ( d(f(x,a),x),x) ->Xm = T—-
2 2
Kontrolle:
d(f(x,a),x)]x=xm[l] ﬂ [Enter] = 0.
d(f(x,a),x,2)|x=xm[l] 3 [Enter] = -4 rel. Maximum

Man muss die Grundlinie a v2 wihlen, damit die Querschnittfliche maximal ist.
( Die 2.L6sung ist geometrisch sinnlos )

Direkte Bestimmung des Maximum:

fmax (f(x,a),x) |a>0 = X = e
Losung fiir einen konkreten Wert a = 2:

KX (WINDOW | xmin=0 xmax=3
ymin =0 ymax =3 xres = |

K3 (5ovE)

graph f(x,2)

[F5] 4: Maximum
Lower Bound 1 Upper Bound 2

Maximum
xcil.41421

2. Variante : fmax (f(x.a),x) |a=2

Aufgaben
- Aus 4 gleich langen Stangen werden die Stiitzen fiir ein Zelt hergestellt, das die Form einer Pyramide hat.
Wie baut man damit ein Zelt mit maximalem Volumen?

HINWEISE:

- Bei komplizierten Funktionen muss man manchmal zuerst die Ableitung vereinfachen, bevor man die Befehle
zeros oder solve anwenden kann.

- Der Befehle fmax bzw. fmin funktionieren bei Funktionen mit Parametern oder bei komplizierten Funktionen
nicht immer.

- Die Losungen miissen immer iiberpriift werden.
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2. PROBLEM
Einer Kugel mit dem Radius r ist ein Doppelkegelstumpf

50 einzuschreiben , dass die Oberfliche des Doppelkegel-
stumpfs maximal ist.

Tabellenbuch: O=2nms(r+x) +2nx°

h= \/r2—>(2 \/hz~x~(r—x)2

S =
Bedingungen: 0<x<r

CAS -Losungen :

V(2 -xx"2) -> h (Nebenbedingung)

v (b2 +(rr-xx)Y2) > s (Nebenbedingung)
2 (xx™2 + s*(ar +xx)) -> o(xx , 1) (Extremalbedingung )

Allgemeine Losung:
fMax(o(x,r),x)|x>0andx<r = 4-X-y=(x=1)r=-y2-B3x-1)-r=00orx=corx=wo orr=_0
zeros(comdenom(d (o(x, r),x)}, x) ->x0 = { } Fehler!!

Losung fiirr= 1:
iMaX(O(X,l),X) = X = -0 "

o(x,l) =  2n((x+Dy2(x-1 +x%)

zeros(comdenom(d (o(x, 1),x)), x) ->x0 = {-1. .695194 } TI-92 liefert nur numerische Lésungen

Losung fiir r =1 mit Bereichsbegrenzung:

fMax(o(x,1),x)|x>0 ’ = =. 695194 TI-92 liefert nur eine numerische Lésung
Untersuchung:

47 4 (1 ~ X+ 7 \/’2‘ 2 -3 2
comdenom (d(o(x,r).x)) = AR X)X,__T—_i STy

y rir=xj
comdenom (d(o(x,1),x)) ->0l (x)= Done = e
graph ol (x) [+ oot iceReraphiotnlrly | |
Es gibt mindestens 2 reelle Lsungen : /
= -lund 0<x<1
_I’LFNN RAD AUTD FUNC

Losungsansiitze:
1. Ahnlichkeit: r=1 - 2. Manuelle Umformungen

zeros (01(x),x )| x> 0->x0= {.695194 } 1 (AN (r-x)N*x =3*x V(2) -V(2)*r"2 )2 >t

Warnig: Operation might introduce false solutions

ol (x)|x=x0[1] = 0. | zeros (left(t)-right (t),x)|r>0andx>0 -> x0

d(o(x,1),x,2)|x=x0[1] = -25.9062 rel. Max | p
16 1

= =

| - 17 -7 117 +7

. . (- J17-1r )r}
L

o(x,1)]x=x0[1] = 11.3529 - d(o(x.,r)x)|x=x0[2] andr>0 = -8.E-13r
Alternative: d{o(x,r)x )Ix=x0[1] and r>0= 451902~
fMax (0 (x.,1),x) | x>0->x0 = {.695194 } x0[1} ist keine Losung !

x0[11*r->rx = Done d(o(x,1).x,2)|x=x0[2] and >0 = -25.9062 rel. Max
o(rx,r) = 11.3529¢° | o(x0[2],r) = 11.3529r°

Feststellungen: Die Aufgabe kann nur mit geometrischen oder algebraischen Kenntnissen gelost werden.
Wurzelgleichungen bereiten dem TI-92 grosse Schwierigkeiten.
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2.4.2 Zwei Extremalwertprobleme aus der Physik

1. PROBLEM

Mit welcher Geschwindigkeit muss man sich ab-
stossen, um mit min. Energie die Hohe y0 im
Abstand x0 zu erreichen ? (Nach [11] )
Beispiel: x0 =4 und y0 =3

Tabellenbuch (Physik)

Schiefer Wurf: yv=xtanog - & x*

2 o2
2vgcosT oy

CAS -Lésung:

Wir verwenden zur Vereinfachung : t=

v 2-g-x0

solve ( yO=x0*tan(t) - g*x0"2 / (2*v"2* cos ()"2),v) = v= or ...
2 \/cos(t) - \/- (y0-cos(t) —x0-sin{1))

Y (2*g) *x0 / (2% (cos(t) ) *V («(y0*cos(t)-x0*sin(1))) -> v(t) =  Done

Losungsversuche:

fMin (v (t),t) :>cos(t)'(xO‘cos(t)+y0‘sin(t))=%Q or ...

zeros (d(v(t),t) ., t) = {}

Warning: Solve might specify more zeros
solve(d(v(t),t)=0,t) = cos (1) (x0 cos (t) + y0 sin (1) =—X§Q or ...
Ersetzung der Variablen:
ans (1) [ cos (t) =z and sin (t) =V ( 1- z"2) = 2y0z \/~(22 ~D+x0(22°-1)=0 or ...
solve (ans (1) , z) = keine Auflosung !! Wurzelproblem des TI-92
Manuelle Hilfe:

Qy0zNE@2-1)=x0 (22-1))]|"2 = -4y0" 2 (Z-1)=x0" (225-1)?
Warning: Operation might introduce false solutions
2-(vx0% +y0% +y0
solve (ans (1) , z) = z= \/ ( XO7 +y7 ;4}’ ) or
2-(x0° +y0°)
~2-(yx0? +y0?
z= \/ ( X7 i y7 ; : y0) sicher keine Losung!
2-(x0° +y0)
Kontrolle:
Q2y0zNE@2-1)+x0 (22 -1)) [z=V2* (x0"2+y0°2) +y0 )) / (2*¥(x0"2+y02)(1/4))
\/\/xO2 +y0? + O'\/l\jxo2 +y0% =y0-v0 x0-y0
= Y 4 - i A A e # 0 z ist keine Losung !
Vx07 +y0? Vx07 +y0?
2 (ho? +y0% —y0) '
Feststellung :  Der solve-Befehl unterschlégt die Lésung z = 7 . Das CAS betrachtet sie

2 ~(x02 + yO2 )
als komplexe Lésung.

Kontrolle:  (2y0 z N (-(z'2-1)) +x0 (2 22 -1)) | z=V 2% (¥ (x0"2+y0"2) - Y0 )) / (2*(x0°2+y0~2)~(1/4))
\/\/x02+y02 +yO~\/\/x02+yO2 -y0-y0 x0-y0
\/xO2 + yO2 Vx0° + yO2

Hinweis: Dass der Term 0 ist, muss man mit manuellen Umformungen zeigen.

= z ist eine Lésung !
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Minimum:

V(2% (V (x07°2+y072) - y0 )) / (2*(x0"2+y0"2)N(1/4)) ->z =  Done
d(v(t).t,2)
ans (1) | cos (1) =z and sin (1) =V (1-22) = sehr komplizierter Term !

Manuelle Vereinfachungen und
Ersetzungen sind notwendig.
Beispiel:
ans (1) |x0=4 and y0=3 = 10 y2-g  relatives Minimum

Minimale Geschwindigkeit:

v () J2-2-x0

= 2. \/cos(t) - \/—— (y0-cos(t) — x0-sin(t))

ans (1) ] cos () =z and sin (t) =V ( 1-2°2) ;
Je - x0-(x0% + y0?) 4

-
(\/x()2 + yO2 —yO)m -\/— (\/'\ij2 + yO2 —y0-y0-x0- \/xO2 +y02 +y0)
Manuelle Vereinfachung: Vinin = \/g x0 Wurzelproblem des T1-92
v Vx0? +y0? —y0
Beispiel: ans (1)|x0=4and y0=3 = 242

Problem : Warum liegt der Scheitel der Sprungparabel nicht im Punkt (x0, y0) ??

Esist v2.sin? t it
ist: = —— mi
ymax 2.g

sint=  1-2° =\/——————X-CL———-—+1/2 und Vv =g = \/g-xO
2.

Jx0? +y0? Jx0? +y0% - y0

Berechnung von ¥ :

Y (g) * x0 /N (N (x02 + y0/2) - y0 ) -> vmin =  Done
2 2 2
vmin~2*(1-2°2) / ( 2*g ) - x0” - (¥x0” +y0~ +y0) + 40

4-Jx0? +y0% - (/x0% +y0? —y0)

16

Beispiel: Vmax = 5 # y0=3 unerwartet, erstaunlich !!!
Optimale Losung: ScheitelinP (4,3 ):
Ve = 242-g~ 2828 g vo = \/_2—3—6—2 ~ 2.944 ¢
tmn & 03.43° to = 56.31°

Erklarung:

Wenn der Scheitel nicht im Punkt (x0 , y0) sein muss, kann der Winkel etwas grosser sein. Da-
durch wird die Absprunggeschwindigkeit verkleinert.

Kommentar:

- Die allgemeine Aufgabe ist mit dem CAS fast 16sbar.

- fMin ist auch beim Zahlenbeispiel keine Hilfe.

- Die bekannte Wurzelschwiche des TI-92 muss mit manuellen Umformungen tiberbriickt werden.

- Unschén ist, dass die richtige Losung, die fiir das Beispiel gefunden wird, im allgemeinen Fall nicht ange-
geben wird.
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2. PROBLEM:

Eine Autobahn, die mit der Geschwindigkeit v, befahren werden kann, verlduft vom Punkt (0, 0) zum Punkt
(c, 0). Eine Landstrasse, wo die Geschwindigkeit v, gestattet ist, veriduft durch den Punkt (0, b). Die beiden
Strassen sollen in jenem Punkt (x, 0) miteinander verbunden werden, dass die Fahrzeit von (0, b) nach (c, 0)
minimal wird. ( Nach [11] )

(0,b)

(0,0) (x,0) (c,0)

CAS - Losung:
Funktion Fahrzeit definieren: ¥ (b"2+x°2) / vl + (c-x)/va > t(x) = Done

Nullstellen der Ableitung :  zeros( d( t(x), X), X) ={}
Waming: Solve might specify more zeros

2. Anlauf mit solve: solve( d( t(x), x) =0, x) = vl \/ x? +b? -va x=0
Hilfe fiir den Rechner: +va*x = vl \/ x? +b% =va x
~2 = vI* (P + b7 ) =vat ¥

Warning: Operation might introduce false solutions

f 2 .2
3. Anlauf mit solve: solve( ans( 1), x) =x=-b vl 2“1 3 and - '”2 <0
Vvl -va vlT —va
2 .2
or x= |b vi|’ 2"1 5 and L) 5 <0
vl® —va vi® ~va
Diskussion:
1. vlizva keine reelle Losung! Losung: x=c¢
_i Jyval-v? p ) . "
2. b vl J——52¢c = ————=<= Losung: Man wird x =c wihlen.
vi© —va vl ¢
2 2
a” —vl
Beispiel: va=120 km/h vi=80km/h - -—"—Vl—v—-z_‘g.zx.lz
b =12km =10km = -g—=1.2

x~ 10.7 km Man wird als Losung x = ¢ =10 km wihlen.
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2.4.3 Extremalwertproblem aus der Wirtschaft

PROBLEM
Fur die Lancierung eines neuen Haushaltgerdts wurden sorgfiltige Untersuchungen von einem Mark:-
Jforschungsinstitut und der Kalkulationsabreilung der Produktionsfirma durchgefiihrt. Der Verkaufspreis pro
Gerat ist x Fr.

Die Marktanalyse ergab die Nachefragefunktion: N(x)=a e® X a,b>0
Die Kalkulationabteilung berechnete die Produktionskostenfunktion: K (x)=c+ ’I\”I%c.)_ c,d>0

Beiwelchem Preis x ist der Gewinn am grissten und wie gross ist dieser Gewinn?

CAS - Losung:

a*eN-b*x2)->n(x) = Done

c+d/nx)-> k(x) = Done

n(x)*(x-k(x))->g(x) = Done
= -

g(x) (d e -a(x-c)) e

Klassischer Weg:

zeros (d(g(x),x),x)->xe

- {\j b-c?+2 +\/_l;'c —(W«ﬁ-c)}
2-Jb 2.Jb

~Jb ybete2c bc? .
Z T

xe[2] <0 ist keine Losung.

d(g(x),x,2)|x=xe[l] :-Z'a'ﬁ*\/b—cz-ﬂ‘e <0 rel. Max
—ﬁ~\/ bt +2-¢ bﬁ+ -be?
[a-(\/b-cz+2—«f6~c)-e 2 ~2.b-e2 PaleTr
(xe[1]) -> Gewinn =
& 240
Mit dem Befehl fMax:

—(/ b-c? +2——\/~b~c) or =(\/ b-c?+2 +\/_Eoc)

fmax (g(x)x)}a>0 = x=0w or x=-© or x= X
2.Jb 2.Jb

In dieser Auswahisendung kommt nur das letzte Resultat als Losung fiir unser Problem in Frage. Die zweitletzte
Losung ist negativ und ist schon deshalb keine Losung fiir unser Problem.

Beispiel :

1076->a: 2 107(-4)->b: 39->c: 6 10 ->d
a*e-b*x"2)->n(x) = Done
c+d/nx)-> k(x) = Done

n(x)*(x-k(x))>g(x) = Done

zeros (d(g(x).x),x)->xe = [-34.168 73.168}
xe[2] = 73.17

n (xe[2]) = 342765

g (xe[2]) = 1.16516E7

g(0) = -39 060 00

i [WINDOW]
xmin =0 xmax =150 xscl =10
ymin=-10000000 ymax =15000000
[HOME]
MAIN ) FAD_AUTD FONE
graph g(x)
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2.5 Taylor-Reihen

ANSATZ:

f(x)=ap+ax+axX+a;x +a, X

Untersuche mit dem CAS die 1., 2., ...

Eine Funktion f soll als Potenzreihe dargestellt werden.

Fa X = Zak x*

n-te Ableitung von f(x)= Z ay x* an der Stelle 0

k=0
Losung
Vereinfachung®: Wir brechen die Potenzreihe nach dem 20. Glied ab.
S(a(k)*xx"k k,0,19)-> f(xx) = Done
d(f(x),x,n|x=0andn=1 = a(l)
d(f(x),x,n)|x=0andn=2 = 2a(2)
d(f(x),x,n){x=0andn=3 = 6a(3)
d(f(x),x,n)|{x=0andn=4 = 24a(4)
usw.

(n)

Vermutung: f("’(0)=n!a(n) =n!a, = a,,=£—£q)—

FOLGERUNG :
Mit f(0)=a(0)=a =-%—?l gilt:
() @ 3)
f(x)=f(0)~t-f (0)x+f (0)x2+f (0)x3+....
0! 1! 2! 3!

Taylor-Polynom:
CAS - Befehl: taylor (f(x),x,n[,xo}])

Beispiele: taylor (sin (x),x,5) =
Mit Trick: f(x) = e™V*
taylor (e (-1),t,5)|[t=V(x) =
Problem: taylor ( x /sin (x) ,x,4)

® Der TI-92 kann fiir k = 0 ... «o die Reihe nicht ableiten.

n!

|
pardi
XS X3
e X
120 6
I
x*_Xx X_Jx
= +=-vx+1
24 6 2

Wartezeit ca. 5 min



3. Integralrechnung

3.1 Zwei Beispiele

3.1.1 Berechnung einer Fliiche

Gesucht ist der Inhalt A der Fliche unter dem Graphen von y=x" fiir das Intervall 0<x<b. Wir unterteilen das In-
tervall [0, b] in n Teilintervalle der Linge Ax=b/n und bestimmen zunéchst die Obersumme O,, anschliessend die
Untersumme U, Sicher gilt U, A<O,.

s

2 2 2 2 n
0, = AXAX + Ax-(28%) + Ax-(3A%) +.+ Ax-(nAX) = Ax- 2 (i- &%)’
f==1
Wir berechnen diese Summe mit dem CAS. Da Ax beim TI-92 bereits als interne Vari-
n able belegt ist, schreiben wir deltax:

n(n+1)(2n+ 1) - deltax’
= .

deltax * Z( (i*deltax)"2, 1, 1, n) 3

o . b
Nun substituieren wir Ax=-—:
n

b3 (n+D2n+1)
o, e entl)

By

ans(1) | deltax=b/n

6n~
AX 28X 3ax b X Obers o 0, = b*(n +61)£2n+ D
umm e
y 2 2 2 2 -l ,
’ U, =Ax0 +AX(AX) +Ax(24%) + ... + Ax((-DAX) = Ax 2, (i- Ax)?

i=0
Wir fassen die beiden Schritte Summenberechnung und Substitution gleich zusammen:
b(2n® -3n+1)

U [ | deltax * Z( (i*deltax)"2, 1, 0, n~1) | deltax =b/n = P
n - n-
Um dieselbe Form wie bei O, zu erreichen, faktorisieren wir:
b*(n-12n-1
factor(ans(l)) = -——g-r-‘-——lﬁ—rf-—-—)—
6n-
b*(n-1)(2n-1
Untersumme: U= ——(—I-l———zg—i—-)'
X 6n
Ax 2Ax 34x b

Mit dieser Methode erhalten wir fiir jedes n zwei Naherungen fiir die gesuchte Fliche A: O und Uj;.

Beispiel:

Essei b=6,n=6. Alsoist Ug =55, Og=91. Offensichtlich sind derart ungenaue Niherungen unbrauchbar.
Wir definieren nun fiir die Fortsetzung zwei TI-92-Funktionen O(n,b) und U(n,b), welche flr f(x)=x* jeweils die
gewlinschte Ober- bzw. Untersumme berechnen:

b 3*(n+1)*(2*n+1)/(6*n"2) — o(n,b)
b 3*(n-1)*(2*n-1)/(6*n"2) — u(n,b)

Erhohung der Genauigkeit
Naheliegend ist es, n, also die Zahl der Teilintervalle, zu erhdhen. Was passiert dabei?
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1. Weg (graphisch / Tabelle): Wir stellen die Graphen von O, und U, in demselben Koordinatensystem dar.
[MODE] Graph.... FUNCTION — 4: SEQUENCE

& [Y=]

ul(n)=o(n,6) Obersumme fiir [0, 6]

u2(n)y=u(n,6) Untersumme fiir [0, 6]

[F7] Axes
A VTIME 1 auf der cAchse, wn) wnd o(06) [FREET Ecdeadronr BEH
auf der y-Achse -
& [WINDOW] ]
nmin=1 nmax=60 Bereich vonn e
xmin=0 xmax=60  xscl=10 Bereich von n B e T e o
ymin=0 ymax=150  yscl=25 Bereich von U, O, e
¢ [GRAPH] 5
Man erkennt, dass der Abstand bzw. die Differenz zwischen den
beiden Graphen fiir wachsendes n immer kleiner wird. Der ge- St aep il ==

meinsame Grenzwert scheint etwas unter 75 zu liegen.

Fiir genauere Zahlen verwenden wir die Tabellendarstellung:

 [TbiSet] tbiStart: 50  Atbl: 50 I . =
S0. |74.174163.854

@ [TABLE] lo6, [73.084]70. 324

Mit einiger Geduld erhélt man die nebenstehenden Ergebnisse. [[150. [72.722

?
Sie lassen einen vermuten, der gemeinsame Grenzwert beider %E]g §§§§§§ _;?;
Folgen sei 72. Jedenfalls liegt diese Zahl ziemlich genau in der §gg- 2 éng -gj,}
Mitte zwischen den beiden Niherungen. T 2. 27 kSOl
ulln>=72.270225
|ETH_FRIG FAD_AUTD Sic

Fiir Ungeduldige besser geeignet, dafiir weniger iibersichtlich, ist

folgende Variante: e —
4 [HOME] mmgé;raIC?l'c.Ith;w;r[PrrgsnIOIClearr*E a-z_|
o(n,6) | n={1000. 2000, 3000, 4000} & [ENTER]
u(n,6) | n={1000, 2000, 3000, 4000} & [ENTER]
Auch diese Resultate deuten auf einen Grenzwert von 72 hin. no(n,6)|n= (1600 2000 3600 4600

£72.188 72.054 T2.036 72.027)

s u(n, )| n= (1000 2000 3000 40002
£71.892 71.946 71.964 71.973%
.,.n,6)1n={1000,2000,308,4BEIIJ}
SEQ 2750

ETH_FROG EAD AUTD
—_— LR

2. Weg (algebraisch): Als Mass fur die Genauigkeit verwenden wir die Grosse O, — Uy, da ja A zwischen Oy

und U,, liegen muss. Wir berechnen daher die Differenz O, — U, mit dem CAS:
3

b
O(n,b) - U(n,b) = —
4 n
Folgerung: Je grosser n, desto kleiner der Unterschied zwischen O, und U, — und desto genauer sind unsere

Schitzungen fiir die gesuchte Fldche A. Fiir n — oo strebt O(n,b) — U(n,b) — 0. Also bilden wir die Grenzwerte
fiir n —> oo: lim U, < A < lim O, und finden mit dem CAS:

n—» n—rec
n
3 3

b v’
limit(U(n,b), n, ) = ~§- , limit(O(n,b), n, ) = —3— , insgesamt also A= -;

Die Fliche A unter der Parabel y=x" flir 0 < x < 6 ist also 72.

Wir verallgemeinern:
Ay ¢ | Verfahren 1 (fiir eine monoton steigende Funktion f):

b
1. Unterteile das Intervall {0,b] in n Teilintervalle der Lénge Ax = —I;; Unterteilungs-

punkte X; sind x; = I-4X, 1=0,1,..n

n n-1
2. Bestimme O, = 9 £(xi)- Ax und Up=>_f(xi)- Ax
f=1 =0

3. Fallslim O, = lim U, ist, ist die Fliche A gleich dem gemeinsamen Limes.

n-—»eC N~
Ax
g s Die Figur illustriert den Sachverhalt fiir Oy, n=5. Falls f eine monoton fallende Funktion
X % X Xa ist, sind beim 2. Schritt die Formeln fur O, und U, zu vertauschen.
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Aufgaben
1. Berechnen Sie die Fliche zwischen der x-Achse und dem Graphen von y(x)=x’ fiir das Intervall a) [0, 1]
b)[0.3] ¢)[0,a] d)[6.9] e)[-2.3] Dab]
(Bei d). e) und f) kann der Graph von y(x)=x"~ eine wertvolle Hilfe bieten)
Leiten Sie die Formeln her fiir
a) die Fldche zwischen der x-Achse und dem Graphen von y(x)=x fiir das Intervall {0, b]
b) die Fliche zwischen der x-Achse und dem Graphen von y(x)=x" fiir das Intervall [0, b}
3. Berechnen Sie mit Hilfe der bei 2. gefundenen Formeln
a) die Fliche zwischen der x-Achse und dem Graphen von y{x)=x fiir das Intervall [a, b]
b) die Fliche zwischen der x-Achse und dem Graphen von y(x)=x’ fiir das Intervall [a, b]

[

3.1.2 Freier Fall

Ein Korper wird im luftleeren Raum zum Zeitpunkt t=0 fallengelassen. Aus der Physik wissen wir, dass fiir seine
Geschwindigkeit gilt v(t)= gt mit g = 9.81 m-s™. Welchen Weg s legt der Korper in b Sekunden zuriick?

Wir 16sen diese Aufgabe gemdss Verfahren 1. Das Aufireten von g ist kein Problem fiir das CAS.

g¥t — v(1) => Done
b

b/n —» deltat :>;

i*deltat — t(i) => Done

Z(v(t(i))y*deltat, 1, 1, n) = o(n,b) = Done
Z(v(t(1))*deltat, 1, 0, n—1) — uf{n,b) = Done
limit( o(n,byu(n,b), n, x) =0

b’l . b" .
g , d. h. der Korper legt in b Sekunden s(b) =

limit{ o(n,b), n, ) g Meter zuriick.

Wenn es um die Herleitung exakter Lisungen geht, ist das CAS nur fiir nicht zu komplizierte Funktionen f eine
Hilfe. Hingegen kann es bei konkreten Funktionen immer fiir die Berechnung von Ndherungsiosungen
verwendet werden.

3.2 Definition des bestimmten Integrals

Das bestimmte Integral wird unter Bezugnahme auf die obigen oder weitere Beispiele wie tiblich definiert.

b .

Die folgende TI-92-Funktion versucht, jf(x)dx durch Bilden des Grenzwertes der ,Rechtssumme® zu
a

bestimmen:

integral(ff, xv, aa, bb)
Func

Local i, n, summe

(bb —aa)/n * ( ff | xv =aa+i*(bb —-aa)/n, i, 1,n) — summe

Rewrn limit(summe, n, o)

EndFunc Xo X, X5 X

Dabei bedeuten:

ff: Funktionsterm

xv: Unabhingige Variable der Funktion (,.x-Variable®)
aa, bb: Unter- und Obergrenze des Intervalls

3
Beispiel: integral (x*2,x, 0, b) = EY
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Verwenden Sie diese TI-92-Funktion zur Lésung der folgenden

Aufgaben

b
1. fx“dx=? (neINg)

0

Die allgemeine Losung scheitert. Deshalb miissen Sie fiir n einige konkrete Werte einsetzen und versuchen,

die Gesetzmassigkeit zu erkennen. Vorsicht: Die Rechenzeit nimmt mit wachsendem n zu!
b

2. Ebenso: jx"dx =7

a
Verwenden Sie jeweils propfrac(...), um die Resultate auf eine Form zu bringen, in der man die Gesetzmas-
sigkeit besser erkennt.
3. Das Resultat von Nr. 2 kann man beweisen, wenn man das Ergebnis von Nr. 1 verwenden darf. Fithren Sie
diesen Beweis mit Hilfe einer Skizze. Nehmen Sie an, essei0 <a <b.
4. Ein Kérper wird im luftleeren Raum fallen gelassen. Seine Geschwindigkeit nach t Sekunden betrigt v(t) =

gt(2~9.81 ms™). Welchen Weg legt er zwischen der a-ten und der b-ten Sekunde zuriick?
b

5. Iecx =7 (Propfrac(...) nicht vergessen!)

a

6. Warum scheitert die Berechnung von ,{sin x dx mit der vorhin programmierten TI-92-Funktion integral?
0
7. a) Beweisen Sie folgenden Satz:
Es sei f eine im Intervall [a, c] stetige Funktion, und es sei a < b < ¢. Dann gilt:

b, c c
jf(x)dx%- ff(x)dx = jf(x)dx

a b a

b b
b) Wir nehmen an, Sie haben eine Formel zur Verfiigung, um If (x)dx zu berechnen, etwa j-f (x)dx = F(b).
0 0

b
Bestimmen Sie mit Hilfe dieser Formel If (x)dx und beweisen Sie Ihr Resultat mit Hilfe des unter a)
a
bewiesenen Satzes. Dabei diirfen Sie 0 < a < b voraussetzen.

3.3 Stammfunktionen
Klassisch: Begriff der Stammfunktion (Repetition), Begriff des unbestimmten Integrals, Integrationskonstante,
elementare Eigenschaften von Stammfunktionen.

"Aufgaben
Wir schlagen vor, zur Repetition der Ableitungsregeln zu einigen Funktionen von Hand Stammfunktionen
suchen zu lassen und anschliessend die Resultate mit dem CAS zu kontrollieren.

Losung mit dem CAS
Auf Threm TI-92 finden Sie tiber der Taste 7 das Integralzeichen J' .Tippen Sie ein:
J 20 |
Parameter:  Funktionsterm
Variable, nach der zu integrieren ist
Manchmal mochten Sie auch die Integrationskonstanten C erwihnen.
(xX"2,X,¢)

Parameter: - Funktionsterm
Variable, nach der zu integrieren ist
Name der Integrationskonstanten

o
3

X
Als Resultat erhalten Sie im obigen Beispiel die Stammfunktion -3-+c.
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3.4 Der Hauptsatz der Differential——/lntegralrechnung

Klassische Motivation

Satz: Es sei y=f(x) eine im Intervall [a.b] stetige Funktion, y=F(x) eine beliebige Stammfunktion davon. Dann

gilt:
b
f1(x) dx = F(b) - F(a)
a
(Hauptsatz der Differential-/Integralrechnung)
Beweis:

Wir studieren den Beweis am Beispiel einer monoton wachsenden Funktion f und zeigen, wie der Beweis mit
dem CAS gefiihrt werden kann. Ein Beweis ohne CAS ist aber mindestens so einsichtig.

3 ~ f(x)
e Wir definieren eine neue Funktion J: J(§)= j(f (x)dx
a
CAS: j’ (f(x), x, a,xii ) -> j(xii)
e Wir zeigen: J ist eine Stammfunktion von £, d. h. es
gilt 1'(2) = £(%).
CAS: d( j(xi), xi) = lim f(x)
X=*Xi
Weil wir die Stetigkeit von f an der Stelle & vor- 1®
ausgesetzt haben, ist dieser Limes gleich f(8). J ist " b X

also eine Stammfunktion von £.

e Nach Voraussetzung ist auch F eine Stammfunktion von fist. Deshalb gilt &) =F(E)+C.
CAS: Wir bezeichnen die Stammfunktion von f mit g, nicht mit F. Das CAS unterscheidet nidmlich
nicht zwischen kléinen und grossen Buchstaben. Wir folgem also J(£) = g€+ C.

e Wir berechnen die Integrationskonstante C
CAS: solve(j(a)=g(a)tc, ¢) = c=~g(a)

b
. Folgemng: J(b)= ff(x) dx = g(b) + C = g(b) — g(a) = F(b) - F(a) ged.
a

b
Wie iiblich: Beispiel, Notation [F(x)]a bzw. F(x)ﬁ: = F(b) - F(a)

Verfahren 2 zur Berechnung eines bestimmten Integrals:
1. Suche eine Stammfunktion F(x) '

2. Berechne [F(x)]z bzw. F(x)ﬁ: = F(b) — F(a).

Dieses Verfahren ist in manchen Fillen wesentlich einfacher als das frither vorgestellte, und es ist auch nicht
mehr denselben Beschrinkungen unterworfen wie unsere T1-92-Funktion integral(...)!

Lisung dieser Aufgaben mit dem CAS
b

1. Weg: Um das Integral J‘xzdx zu bestimmten, tippen Sie ein:
0

_{ (x72,%,0,b)
B
und erhalten sofort —3— als Resultat.

Die einzelnen Bestandteile des Befehls:  Funktionsterm
Variable, nach der zu integrieren ist
Untergrenze des Intervalls
Obergrenze des Intervalls
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Wenn Unter- und Obergrenze des Intervalls feste Zahlen sind, sind noch weitere Wege mdoglich. Wir studieren
sie wieder an demselben Beispiel.

2. Weg: nint(x"2, x, 0, 1) = .333333

Das Integral wird numerisch berechnet. Die Argumente sind dieselben wie beim Befehl j .

3. Weg:

clrgraph Loschen evtl. vorhandener Graphen
graph x”2 Zeichne die zu integrierende Funktion
[F2] Zoom/1: ZoomBox ... oder #[WINDOW] Andere bei Wunsch den Ausschnitt
[F51Zoom /7: § f(x)dx Wihle den Integral-Befehl

Lower Limit? xc: 0 Untegrenze des Intervalls eingeben
Upper Limit? xc: 1 Obergrenze des Intervalls eingeben

Anschliessend schrafﬁert.der T1-92 die Flache, deren |[FERIEm 112 T IF i lithlorsal- 2] |
Inhalt er berechnet, und gibt das Resultat auf aus: i

il
SEC0odx=, 355 |
ETH_PEIG BAD RUTH FUNC

Klassisch: Eigenschaften des bestimmten Integrals (Linearitit, Vertauschen der Grenzen)

Aufgaben
b b b
1. Beweisen Sie den Satz [ ( f(x)-g(x)) dx = [f(x) dx - [g(x) dx.
a a a
2. Berechnen Sie einige bestimmten Integrale von Hand und kontrollieren Sie anschliessend Ihre Ldsungen mit

b b
dem CAS. Etwas liberraschend verhilt sich das CAS vielleicht bei fx"dx, wihrend _(x“d’x problemlos
0 a
berechnt wird.

ﬂ 2
3. Beweisen Sie: a) J‘sin(px) -cos(gx)dx =0 b) Isin(px) -cos(gx)dx =0
- 0

3.5 Anwendungen des bestimmten Integrals

3.5.1. Flichenprobleme

1. Fliiche zwischen einem Graph und der x-Achse : Bei diesem Problem darf man nicht iiber die
Nullstellen des Graphen hinwegintegrieren. Wir berechnen nun auf drei Arten die Fldche zwischen dem Graphen
von f(x)=Y%x"+ x — 4 und der x-Achse im Bereich -5 < x < 5.

1. Weg: Die Nullstellen von f sind —4 und 2, sodass wir die folgenden Teilflichen berechnen: fiir -5 < x < -4,
fir4<x<2und2<x<3.

1V Fevr F3 4] FEw Fay (F7
5 < . ~ e 1Z00M| Trace ReGraphiMathiDraw|~
?(—é—x" +x-4)dx = 3 Flache: %
-5
2
J.(-é-x2 +xX-4)dx =-18 Flache: 18 (plus!)
-4
5
Jbs? s x-ayax =18 Fliche: 18 S~
2 ETH.PROG RRD AUTD FUNC
Total: Fliche: —1-13;-3:

wn

5
Zum Vergleich: das Integral J(-é— X7+ X — 4)dx 1st

-3

was besagt, dass die Flichen oberhalb der x-Achse zusam-

men um —;— grosser sind als die Flache unter der x—Achse.
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2. Weg: Wir integrieren die Betragsfunktion [f(x)].
( abs(x"2/2+x~-4}), X, -5, 5) = 37.6667
bzw.
nint( abs(x"2/2+x—4), %, ~3,5) = 37.6667
Nachteil: [f(x)] ist nicht problemlos integrierbar, sodass das CAS numerische Verfahren anwendet — mit der ent-
sprechenden (Un-)Genauigkeit.

3. Weg (graphisch): Auch hier integrieren wir die Betragsfunktion
* [Yzl E-’g Zgzgm Trfés;elReé:*aph ]Mg{h lDth;w{v? ﬁf ! i
y1{x)= abs(x"2/2+x~4)
¢ [GRAPH] [F5] Math
7. f(x)dx

Lower Limit? xc: -3
Upper Limit? xc: 5

Die Fliche, deren Inhalt gesucht ist, wird schraffiert, und es wird | r¢oax=37. 6667
eine Niherung fiir den Fldcheninhalt ausgegeben. £TH.PROG £aD AT FUNE

2. Fliiche zwischen zwei Graphen: Bei diesem Problem darf man nicht tiber Schnittstellen von fund g
hinwegintegrieren. Wir zeigen anhand eines Beispiels die moglichen Losungswege auf: Welches ist die von den

Graphen der Funktionen g(x)=x2——4x+6 und h(x)=3\/;; sowie den Geraden x = 0 und x = 5 eingeschlossene

Flidche?
1. Weg: Die folgende Figur — oder eine CAS-Rechnung — zeigt, dass sich die Graphen in den Punkten (1,3) und

(4,6) schneiden. Wir berechnen also der Reihe nach:
N (71 Few 33 Fiy W FsSw Y FEw [F7
}v”{—‘EIZoomiTraGeiReBraph@th]Drau[v / [ f
*,

-

bl

1 H
J(e) — hooy dx = Jo¢ - 4x+6 — 3WRyax =
0 0

4 4
J(e) = heo)dx = J( -4x+6 — 3Jx) dx = =5, Flache: +5 | 8(X) h(x)
i ] .

5 3, ~
Jler) - hooy dx = Jod-ax+6 - 3/x) dx =—10A\/§+—’3—3-
4 4

ETH_FEOG RAD AUTD FURL
e — =

95
Die gesamte Fliche betrigt ~104/5+ -3‘ also rund 9.3 Flicheneinheiten.

2. Weg: Wir integrieren [f(x)~g(x)|:
(abs(x 2-4*x+6-3*V(x)), X, 0, 5) = 9.30599
bzw. nint(abs(x“2—4*x+6——3*\/(x)), x.0,35) = 9.30599

3. Weg: Wir bestimmen graphisch [f{(x)-g(x)|: .

* [Y=] R Retrapnlitatniormuls Z |
y1(x)=abs(x"2—4*x+6--3* V(x))

¢ [WINDOW]

xmin= 0 Xmax=6 xscl=1
ymin=-~2  ymax=3 yscl=1
4 [GRAPH] [F5] Math

7. ) f(x)dx

Lower lelt") XC: O IETH-PRDG RRD AUTH FUNC

Upper Limit? xc: 5
Die gewiinschte Fliche wird schraffiert, und ihr Inhalt wird niherungsweise angegeben.

SECOdy=9, 20539

Aufgaben

1. Berechnen Sie die Fliche, welche die Funktion y(x) = x°—4 zwischen ihren Nullstellen mit der x-Achse
einschliesst.

2. Welche Fliche schliessen die Funktionen sin x und cds x zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schnittstellen
ein?

Wie gross ist der Gesamtinhalt aller Fléchenstiicke zwischen der x-Achse und dem Graphen von y(x)=¢"*-cos
x,x=0? a) numerische Losung (gelingt direkt)  b) exaktes Resultat (erfordert etliche Uberlegungen)

(U8
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3.5.2 Zwei naturwissenschaftliche Anwendungen

1. Waldschidlinge

Problem: Zum Zeitpunkt t=0 seien gewisse Schidlinge im Wald in grosser Anzahl A, vorhanden. Sie vermehren
sich nach der Formel

A(D) = Age®t, mit o>0, 120, t in Tagen gemessen.
Wenn jeder Schadling pro Tag 3cm” Blattflache vertilgt, welche Blattfliche B wird dann in 21 Tagen insgesamt
von den Schidlingen gefressen? ( Nach [12} )

Losung: Wir bearbeiten diese Aufgabe nach Verfahren 1 (d. h. mit Hilfe von Unter- und Obersummen).

Wir berechnen zunichst eine besonders einfache Unfersumme. Dazu nehmen wir zundchst an, die Zahl der
Waldschidlinge wire den ganzen Tag konstant und wiirde um Mitternacht sprunghaft ansteigen. Dann wire die
verspiesene Blattfliche in cm®

am 1. Tag  3-A(0) =3-Aq,

am?2.Tag  3-A(l)=3-Ace® ],

am3.Tag  3-AQ2)=3-Age® 2 usw.,

die Gesamtfldche also

20 2l
R ook e” -1
3 (Ag+ Aget+Age 2% + . +AreP %) =34, 2 e* =T34, —
k=0 e 1
Analog finden wir fiir die entsprechende Obersumme:
21 2la
« e” -1
3 (Age® +Age?® + . +Are2 ) =34, D e =34, e o
k=l -

Da die Differenz zwischen Ober- und Untersumme ziemlich gross ist, verfeinern wir die Einteilung: Wir unter-

teilen jeden der 21 Tage in n Teilintervalle der Lange At= L (gemessen in Tagen).
n

Wir erhalten so die Untersumme: A
3A0'At (l+ CA“I + eA(~a»2 + .. +eAt‘CL~(2!-n-!)). y

Diese Summe kann mit dem CAS behandelt werden:
3*a(0)*deltat*Z(e(deltat*a*k), k, 0, 21*n-1)

3.2 MO Goliat-a(0) 3 deltat-a(0) n= —

= edeltat~a -1 - edeltat-a 1 /Z

Wir ersetzen die Hilfsgrosse n Z—

3. deltar(eu'(x ~ l) -a(0) é
ans(1) | n = 1/deltat = R A,
und lassen deltat — O streben'®:

3 -1)-2(0) o fa st
limit( ans(1), deltat, 0) = ————

o X
21 1 2 21
3A,

-1 em’

Die verspiesene Blattfliche B misst 3 fAO edl dt =
0

Wenn man erkannt hat, dass es im Grunde genommen lediglich um die Berechnung eines Integrals geht, kann

man genausogut die Funktion integral(...) oder den Befehl | (...) verwenden.

® Das CAS kann diese Summe nicht vereinfachen, obwohl ein paar Glieder einer geometrischen Folge zusam-

mengezhlt werden. Die Sache klappt aber, wenn von 0. bis zum n. Glied summiert wird!
10 Wir tun dies, obwoh! diese (unendliche!) Verfeinerung vom Modell her gar nicht unbedingt angebracht ist.
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2. Quelle

Problem: Die Quellstirke einer Quelle geht von 30 Litern pro Minute innerhalb von 4 Wochen auf 1 Liter pro
Minute zuriick. Welche Wassermenge W hat die Quelle in diesem Zeitraum insgesamt ausgeschiittet, wenn man
annimmt. dass die Quellstdrke (d. h. die pro Minute ausgeschiittete Wassermenge) exponentiell nach der Formel

Q(t)=a-¢ ™, t = 0, abnimmt? ( Nach [12]) - e
‘vi& {Hléébralcglcbtf;aer Pr‘ngmIOiClearis a—z.ﬁ
Losung: o ] ma-e P lsgny Done|
t messen wir in Minuten. » (@Y = 30 a=30
a*e"(-b*t) — q(© = Done » o(40320) = 1 5.0 30328-b _
q(0)= 30 = 3:301 #solue(a o "HIS28 b2 1,b)[a=3@
q(40320)=1 = ae 0= b= %%%3&
Wir substituieren 2=30 in der zweiten Gleichung und i8sen diese |~ Tvelare~C-40320%b5=1 . 5> 1a=300
nach b auf THIN ERiRiTD FONG w50
b= ;83)00 {viﬁ !ngré-gralcf;fcb{;;r ‘PngsmmiClearﬁs a-z..
22 R TR T
Die Ein- und Ausgabe sind rechts abgedruckt. - . "40320 b
" ¢ [ 25 acvrat a~[——-—————‘° - +—é—]
40320 1 &Q -5 "40320-b
W= jQuad= 1169280 2§O ~ 343'785 Liter. = a-[—--—-——-——e +—1-] fa=30 and b = Jnese)
5 In(30) b b 453206
1169280
Wieder sind nebenan Ein- und Ausgabe ersichtlich. 1n(30)
(1) la=308 and b=1n<30),/40320
MAIN Rab AUTE FUNC 6750
3.5.3 Die Bogenliinge einer Kurve
. . b 3
Klassische Herleitung: s = [\/z +{(f(x))"dx
a
2 : 67 S+12
Beispiel: Die Linge der Parabel fx)=x, 0 < x < 6ists= [v1 + 4x2 dx= D03 +12) Vl{:l)+3‘\/145 ~36.9197.
0

Losung mit dem CAS
1. Weg: Zur Berechnung der Bogenlinge einer Kurve gibt es den Befeh! arclen:
arclen (x*2,x,0,6)
Parameter:  Funktionsterm Untere Intervallgrenze
Variable, nach der zu integrieren ist Obere Intervaligrenze

Als Resultat erhaiten Sie im obigen Beispiel wieder

145 +1
(V145 +12) V45+2> +3.4125 .

2. Weg (graphisch): T = S—
® [Y=] ’ vig Zoon|Trace|ReGraphlmathDraw]v ¢

vi{x)=x"2

¢ [GRAPH]
[F5] Math

B: Arc

1st Point? xc: 0
2nd Point? xc: 6 e T

ETH-P_R;DG RrD #UT0 FH_NC

3.5.4 Ergiinzungen

Arbeit

b
Klassische Herleitung der Formel W = | F(x)dx
a

Rotationskorper
Klassische Herleitung der Formeln fiir Volumen und Mantelfléche.
Beispiel: Die Kurve k: v =sin (x) e ™ x 20 rotiert um die x-Achse. Das Volumen des erzeugten Kérpers ist

%S ( j ((sin (x)* eM-x) )2, x, K*n, (k+1)* 1) K, 0, 0 ) - Z
Aufgabe: Was erhdlt man, wenn man die Mantelfléiche nicht durch Kegelstiimpfe approximiert, sondern durch
Zylinder?
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3.6 Vermischte Aufgaben

Integral als Summe

1.

Gegeben ist ein Kegel mit der Grundflache G und der Héhe h. Dieser wird durch Ebenen parallel zur Grund
fliche geschnitten.

a) Berechnen Sie den Inhalt der Schnittfliche in Abhéngigkeit ihres Abstandes x von der Spitze des Kegels.
b) Leiten Sie daraus durch Integration die Formel fiir das Kegelvolumen her.

Fliichenprobleme

Bei vielen Aufgaben ist es sinnvoll, wenn Sie sich zuerst einen Lberbhck anhand des Graphen verschaffen.

. Berechnen Sie die Fliche, welche die Funktion y(x}=1- _vix® zwischen ~2 und 4 mit der x~Achse einschliesst.

Bestimmen Sie die Fldche, die durch die Parabel y(x) == 2\[;( und die Gerade y(x) = 2x — 4 begrenzt wird.

Bestimmen Sie die Fliche, welche von der Kurve y(x) = = Vx*- x* umschlossen wird.
{

Gegeben sind die Funktionen f;(x) = e und H{x)= et

a) Weisen Sie nach, dass die beiden Graphen zusammen mit der x-Achse eine "rechtwinklige" Fliche
begrenzen, und berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.

b) Berechnen Sie den kieinsten Wert, den dieser Fldcheninhalt annehmen kann.

Rotationsprobleme, Bogenlinge

1.
die

8]

*3.

Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskdrpers, der entsteht, wenn man das gegebene Flachenstiick um

x—Achse dreht:

a) v(x)~7x 0<x<5 b yX=x'"(1- x?)  Skizze!

Beweisen Sie mit Hilfe der Integralrechnung folgende Formeln:

a) Das Volumen eines Kegels ist Grundfliche « Hohe /3.

b) Umfang und Fliche des Kreises sind 2nr bzw. .

¢) Oberfliche und Volumen der Kugel sind 4mr® bzw. 4r'/3.

Die Funktion f sei im Intervall [0, a] streng monoton wachsend. Welches ist das Volumen desjenigen Kor-
pers, der bei der Rotation des Graphen von f um die y-Achse entsteht?

Naturwissenschaftliche Anwendungen

1.

-

Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz ist die Kraft F, mit der sich zwei Kugeln der Masse m; und m,
(bei kugelsymmetrischer Dichteverteilung) anziehen, gegeben durch
F=cX 22
T
wobei r den Abstand der Kugelmittelpunkte bezeichnet und G = 6.6732:107"" die Gravitationskonstante ist.
a) Ein Korper mit der Masse 1 kg wird von der Erdoberfliche aus 1000 km senkrecht nach oben gebracht.
Welche Arbeit wird dabei geleistet?
b) Welche Héhe erreicht dieser Korper, wenn die geleistete Arbeit doppelt so gross wie die in a) berechnete
ist 7
¢) Berechnen Sie die Arbeit, die geleistet werden miisste, um die Masseneinheit 1 kg von der Erdoberflache
ins Unendliche zu transportieren. Erdradius: 6.371- 10° m, Erdmasse 5.976-10* kg
Ein Kabel mit dem Gesamtgewicht von 50kg und einer Linge von 20m héngt von einer Rolle nach unten.
Welche Arbeit wird beim Aufwickeln verrichtet?
Eine elektrische Vorortbahn fihrt wihrend der ersten 20 Sekunden mit einer Beschleumguno von 0.53 m/s’,
dann withrend der néchsten 40 Sekunden mit einer Beschleunigung von 0.20 mV/s’. Hierauf erleidet der Zug
eine Verzbgerung von 0.027 m/s” wihrend einer Ze1t von 120 Sekunden. Schliesslich wird der Zug zum
Halten gebracht mit einer Verzdgerung von 0.65 m/s’.
a) Welches ist die gesamte Fahrzeit in Sekunden? b) Welche Strecke wird dabei zuriickgelegt?
¢) Welches ist die mittlere Geschwindigkeit wéhrend der ganzen Fahrt?

Erweiterungsmoglichkeiten

[

Integrationsmethoden, wobei dieses Kapitel nicht mehr viel Sinn macht, weil der T1-92 auf diesem Gebiet
recht gut ist.
Analytische Losung von Differentialgleichungen
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4. Differentialgleichungen
4.1 Drei Beispiele

4.1.1 Schneeschaufeln

Am Morgen stellst man fest, dass es geschneit hat und es noch immer gleichmdssig weiterschneit. Man beginnt
das Trottoir freizuschaufeln. Wihrend der 2. Stunde schafft man nur noch halb so viel wie in der 1. Stunde,
obwohl man mit gleicher Kraft weitergeschaufelt hat. Wann begann es zu schneien ?

( Nach B.H. West, Setting up First-Order Differential Equations from World Problems, in M. Braun et al (Eds),
Differential Equation Models, Vol 1, 1983 und 81

Modellierung

Es geht wihrend der beobachteten Zeit kein Schnee verloren.

b:  Trottoirbreite in m s: Schneefall in kg h™ m?

p: Schaufelleistung in kg h ! t: Schaufelzeit inh

T: Zeit bevor man zu schaufeln angefangen hat und wihrend der es schon schneite inh

Die Linge des freigeschaufeltes Trottoirstiicks sei x ( ).

Aus der Modellbeschreibung kénnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion x abgeleitet werden.

Eigenschaften von x :

e x(0)=0;x(1)=20;x(2)= 30 e X ist eine streng monoton wachsende Funktion
e x wichst immer langsamer e ID=W=R"
Die in einem kleinen Zeitintervall ft, t+At ] freigeschaufelte Fldche ist : A=[x(t+tAt)-x(t)] b

Wihrend (t+ T ) Stunden fiel auf diese Flache s Kilogramm Schnee pro Stunde und pro Quadratmeter.

Die Schneemenge, die wihrend dieser Zeit auf die freigeschaufelte Flache fiel ist daher:
WhuA(t+T)s==[xaﬁm)-x(t)]b(t+T)s

Die Schaufelarbeit in dem kleinen Zeitintervall [t, t+At ] ist: W =p At

Es gilt nun: [x(t¥At)-x(t)] b(t+T)s =pAt

o . e t+ At) —x(t 1
Daraus ergibt sich die mittlere Schaufelgeschwindigkeit: X@rAp-x® P - g L
At bs t+T t+T
. . . 1
Die momentane Schaufeigeschwindigkeit ist somit: x'"(ty= k T
+

Dies ist eine besonders einfache Differentialgleichung, da die momentane Anderungsrate nur vom Zeitpunkt t
und nicht auch noch vom Wert der Zustandsgrosse x(t) abhangt.

. . 1
Die Losung ist eine Stammfunktion von f(t )= k T
t+

Das CAS liefert : J’(k/(un),t,c) - kln(|t+tu])+c

Die allgemeine Losung ist : F(t)=x(t) =k In(t+T)+c
T
Mit der Anfangsbedingung x (0)=0gilt: c=- kinT Daraus folgt: x(t) =k In t
Die zusitzlichen Informationen x (1)=20 und x(2)= 30 ergeben :
2 2 v T 2
2=k n 2L und 30=k In 2% Daraus folgt: 20 T, 22T
T 30 T T
~(y4 5+1 5-1
solve (20/30=In ((1+8)/0)/In((2+t1)/),t) = t:-—ﬁl/;——-Z or t::vr;

Es schneite schon ca. 37 min bevor man zu schaufeln begann ( die erste Losung ist unmoglich, dat >0).
AUFGABEN

- Was 4ndert sich, wenn x ( 1) = 50 m angesetzt wird ?
. Warum kann man mehr als 40 m freischaufeln ?
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4.1.2 Forellenteich

Ein Zufluss vermehrt die Forellen, und ein leicht gedrosselter Abfluss vermindert die Forellen in einem Teich.
Wie verdndert sich der Forellenbestand ?

(Nach P.Calter,Graphical and Numerical Solution of Differential Equations, UMAP Module 81-83,1980 und [8])

MODELLIERUNG ( entspricht einem Spezialfall des Entsalzungsmodells )

In dem Teich ist eine Restwassermenge von V¢= 180 hl, welche y,= 150 Forellen enthélt. Ein Zufluss fithrt pro
Minute z=20 / Wasser zu. Dadurch gelangen auch Forellen in den Teich, und zwar im Durchschnitt m=3 Stiick
pro 750 ¢. Um den Teich nachzufiillen, ist der Abfluss aus dem Teich gegeniiber dem Zufluss gedrosselt, er
betrigt a= 18 / Wasser pro Minute. Durch den Abfluss geht eine dem Volumen des Teichs entsprechende Menge
Forellen verloren.

y ( t) ist die Anzahl Forellen im Teich zum Zeitpunkt t (Minuten). Damit man das Problem mit Hilfe der
Differentialrechnung modellieren kann, muss y ( t ) als kontinuierliche Variable angesehen werden. y ('t ) ist
gewissermassen die Menge Fisch im Teich; analoges gilt auch fir die Menge Fisch, die pro Minute zu - bzw.
abfliesst. Aus der Modellbeschreibung konnen unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Funktion y
abgeleitet werden.

Eigenschaften von y :

e y(0)=150 istdie Menge Fisch ( Anzahl ) im Teich zum Zeitpunkt 0.

e Der Zufluss bringt konstant mz / 750 = 0.08 Fische pro Minute in den Teich. Am Anfang gehen durch den
Abfluss a 'y, / Vo =0.15 Fische pro Minute verloren. y ist daher zumindest am Anfang eine monoton
fallende Funktion.

e Das Wasservolumen im Teich steigt aber stetig, so dass der Fischverlust vielleicht mit der Zeit abnehmen und
dadurch ein Zuwachs resultieren wird. y konnte daher nach einer gewissen Zeit wieder monoton wachsen

Manuelle Approximationen:
Die Zeit unterteilen wir in kleine, gleichlange Intervalle. In einem solchen Intervall nehmen wir an, dass zuerst
die Fische durch den Abfluss verloren gehen und danach die Fische durch den Zufluss in den Teich kommen.

Zeitintervall : 2 Minuten
1. Zeitintervall [0, 2]
y(0)

Verlust an Forellen: 2-a- =0.3 Zuwachs an Forellen: 2-—;—?62 = 0.16
0
. _ y(O . om _ _ _
Bestand nach 2 Minuten: y(2)=y(0)- 2-a- v + ,2-% z =150 -03+0.16=149.86

2. Zeitintervall [2,4]
Das Wasservolumen im Teich hat sich verandert. Nach 2 Minuten ist: V(2 )=V, + 2 (z-2a) =V, + 4 =18004

y(2) v(2) m
Verlust an Forellen : 2-3-5——n= 2.3 -—— " =0.2997 Zuwachs an Forellen: 2-—="z = 0.16
V(2) V,+2(z-a) 750
2
Bestand nach 4 Minuten:y (4)=y (2)- 2~a-—X(—-)——-—+2‘——I—n—' 7= 149.86-0. 2997+ 0.16=149.72

V, +2(z-a) 750

Bevor wir den Computer fiir eine bessere Approximation einsetzten, wollen wir die Differentialgleichung her-
leiten und deren Bedeutung etwas genauer untersuchen.

Differentialgleichung
Wir betrachten die Anderungsrate von N in einem sehr kleinen Zeitintervall [t,t+At]:

Zuwachs an Forellen im Intervall {t, t+ At]: —7% ZAtL = % At
Wassermenge V (t) [Liter] im Teich zur Zeit t: V{t)= Ve+(z-a)t = 18000+ 2t
(t
Verlust an Forellen im Intervall [t, t+ At]: a ———}i—-)——— CAt = Ll y(t) At
Vo +(z—a)t 9000+t
)
Forellenmenge zum Zeitpunkt t+At: v (t+ Aty = t)+-— At— v (t) At
ore g 1tp y(tHAD = y(t) s 300050 v(t)
o < : vt+A)-y(t) 2 9
Die mittlere Anderungsrate der Forellenmenge ist: IR v{(t)
At 25 9000+t
) . . 2 9
Die momentane Anderungsrate der Forellenmenge ist: y'(t) =—-- - t 1
ie mom B erung re geist: y'(t) % 900071 y{t) (1)
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Richtungsfeld
Mathematische Deutung der Differentialgleichung:

2 9
25 9000 +1t

vty = f(t1,y)

Jedem Punkt der (t,y)-Ebene kann man die Gerade mit der Steigung

b
m(ty)= 5"5 - v(1) ( die Steigung der Tangente durch den PunktP (t,y) )

9000+t
zuordnen. Von dieser Geraden zeichnet man nur ein kleines Stiick in der N#he des zugeh&rigen Punktes.
Dadurch bekommt man das sogenannte Richtungsfeld der Differentialgleichung.

Richtungsfeld von y'=f(t,y)

Mit einem kleinen Programm auf dem TI-92 kann das Richtungsfeld einer Differentialgleichung leicht und
schnell erzeugt werden.

Programm erzeugen:
- Taste { APPS ] 7: Program Editor 3: New... Type: PROGRAM ->
Variable: SlpField

- Das Programm eintippen

Aufruf:
SipField ( funk,tp,yp,tvon,this,yvon,ybis ) [ HOME ]
SlpField( 2 /25 -9 /(9000 +t )*y, t,y, 0, 9000, 50, 150 )
Prgm
PARAMETER:
Local dt, dy, dg, m, &, yy funk Funktionsterm f (t,y)
tvon -> xmin: tbis -> xmax P, ¥p Funktionsvariablen
yvon -> ymin : ybis -> ymax [tvon, this ] : t-Bereich
(tbis - tvon ) /32 ->dt [yvon,ybis] : y-Bereich

(ybis - yvon )/ 14 ->dy

dt/4->d Fi-Wy _Fev | F& 1. Fu FEw Y FE¥ YF7
& v f Eoom!TraceIReGr*aph Math{Drau|r é?
R TN R RPN PR
ClrGraph AN R N R N R R e e e e e e
For tx, tvon,tbis,dt ARRAN AR A R R e e — et
. AR RN R e e e — i — - —— P A N P
Foryy,yvon,yb1s,dy L T i o e AR ES S
N . e e - —— - PRI AP S
ﬁmkltpztxandyp_)} ->1m n.*-.*-.:: —————— r’r'r’.-'r'a’:::f":"f/.f//,a’;’f;
3 . " * B NP P D D g g i
Line tx-dg, yy-m*dg, tx+dg, yy+m*dg | 77200 --fffr'ﬁffr‘/ff//fffff//?f’ff
EndFor N P NS RSN NN
PR P YD ISTO VSN ES NN NN
FndFor SRR PSP E LS LA RS RS LR L L
EndPrem ARAAAARARAARAAIA AR AR AN,
FHiniN RAD AUTD FUNE

Die grundsitzliche Aufgabe ist nun offensichtlich: "Finde Kurven, die sich in das Richtungsfeld einschmiegen "
oder genaver: Finde Kurven, die in jedem ihrer Punkte tangential an das Richtungsfeld sind .

Eine solche Kurve heisst Losungskurve; die Funktion, deren Bild die Kurve ist, nennt man Ldsung der
Differentialgleichung.

Folgerungen:

1. Es gibt viele Losungskurven, d. h. es gibt viele verschiedene Losungen der Differentialgleichung.

2. Durch einen Punkt P( to, yo ) gibt es genau eine Losungskurve. Das bedeutet: Kennt man zu einem Zeitpunkt
den Zustand, so ist der ganze Verlauf des Prozesses, vor- und riickwirts, bestimmt.

3. Die Idee des Richtungsfeldes legt auch das Verfahren von Euler-Cauchy nahe, um von einem gegebenen
Punkt aus einen neuen Punkt der Losungskurve zu approximieren.

]
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Approximation nach Euler-Cauchy

Fiir eine Differentialgleichung konnen wir mit einem allgemeinen Verfahren'' Niherungslésungen bestimmen.
Wir unterteilen das Zeitintervall von 0 bis z. B. T = 10000 min in nmax = 1000 Intervalle der Lange At. Von
v () =v (0)= 150 ausgehend, approximieren wir schrittweise den Funktionswert von y jeweils an der néchst-
folgenden Stelle.

A

y (tn-l)
y (t)

tor  ta T=10*

Lineare Approximation:

y(t) =y (t) + y'(t)At  und Y (t)=y(0)=150

Mit der Differentialgleichung ( 1 ) y'(t) =—2¢ - s y(t) erhalten wir die sog. Euler-Cauchy
25 9000+t ‘
Approximation:
V() = y(ta) + (3— -2y ,)) At;  y (t)=y(0)=150 n=1,2,.,1000
25 9000+t ,_, v

Diese Approximation ist die gleiche Approximation wie die, die wir fiir die manuelle Approximation und die
Berechnungen im Einfilhrungskapitel jeweils aus den Differenzengleichungen hergeleitet haben.

Verallgemeinerung

Lineare Approximation: Fir y ‘=f(x,y) ist V(%)% ¥ { K1) + F(Xn1 s Yo ) At

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE

[¥-]

ul (n)=10*n (Zeit: t,)

u2(n)= u2(n-1)+(2/25-9/(9000+ 10*(n-1))*u2(n-1))*10 ( Bestand: y (t,) )
ui2 = 150 (Bestand: y (tg ) )

[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM

X Axis: ul (Zeit: t,)
Y Axis: u2 ( Bestand: y (ta)) il@]zggm T;Zce!Refggaphi‘NFas\‘jh {D;gwlv? [ I
[WINDOW]
nmin =0 nmax=1000 ( Bereich der Nummern )
xmin=0  xmax=10000 ( Bereich der Zeit t)
ymin=50 ymax=160 ( Bereich der Funktiony )
xscl=1000 yscl=10 ( Teilung der Achsen )
— neizity yc: 108,357
]Zj [GRAPH] - : FRD AETE T

Feststellung: Der Fischbestand sinkt zuerst auf ca. 100 Stk. nach 2300 min. 38 h ) und erholt sich nach 9740
min. ( 6.76 Tagen ) wieder auf 150 Stk ( ca. doppelte Wassermenge ).

' Es gibt wesentlich bessere, aber aufwendigere Verfahren als das Verfahren von Euler-Cauchy




Richtungsfeld von y'=f(t,y) mitder Lésungskurve durch den Punkt (10, y0)

Mit dem Verfahren von Euler-Cauchy kann eine Naherungskurve durch einen gegebenen Punkt in das
Richtungsfeld gelegt werden.

Programm erzeugen: :
- Taste [ APPS ] 7: Program Editor 3:New... Type: PROGRAM ->
Variable: SlopCurv

- Das Programm eintippen

Aufruf:
. . e}
SlopCurv ( funk,tp,yp,tvon,tbis,yvon,ybis ,t0,y0) 3] [HOME]
Prgm SlopCurv(2/25-9/(9000 + t)*y, t, ¥, 0.9000, 50, 150, 0,150)
Local dt, dy, dg, m, tx, yy.tx1,x2,yy1l,yy2 PARAMETER:
funk Funktionsterm £ (t,y)
tvon -> xmin: tbis -> xmax I, yp Funktionsvariablen
yvon -> ymin : ybis -> ymax [tvon,tbis] : t-Bereich
(this - tvon ) /32 ->dt [yvon,vbis] : y-Bereich
(ybis-yvon )/ 14 ->dy [t0, vO ] . Kurvenpunkt
dt/4->dg Fr F5 TEw
{—-l om[Traue!ReGPaphlNath}Drﬂhaw}v [ |
USRS Y
CirGraph '\.\}._\‘\‘s\\\\\\\\\\-\x-u~—--- ——————
For tx, tvon,tbis,dt EE&E’{REZQELM____:,..
s NNN M e e o —— -~ ol N R
For yy,yvon,ybls,dy kS \\-.\::-.w- ~~~~~~~ - 2 ﬂrffa/fffﬂff/x
funk | tp=rx and yp =yy ->m NN A A
i - -m* - +m ¥ - I el K ,a"‘/,f‘ {,f/
k| e
R i -~ 7 ’ !
EndFor A I ATty
LLLELLE
A AR AR AR AN,
t0 ->tx1: y0 ->yyl | (ST BAD RUTH FUNC
For tx,t0,tbis,dt
funk | tp=tx and yp=yyl ->m Aufgabe:
tx+de->m2 : yyl+m*dt -> yy2 Untersuche die Losungskurven im Richtungsfeld
Line tx1,yy1,x2,yy2 der Differentialgleichung : y'= y2 -t '
x2 ->tx1 1 yy2 ->yyl '
Fi ~ ’ T 3 FGv
*f(l)ndfgl. y0 ->yyl : - dt -> dt [va ﬁo Tr*ace ReE-r*aph Natthr*aw[v ] ]
- A S ST ¢ ]
b IE NN IR
FOI'tX,tO,tVOD,dt féégééégéféiééﬁi ifif///% e
funk | tp=tx and yp=yyl ->m N N N i,
tx+dt->ix2 : yyl+m*de -> yy2 SAS e e T T T I I I IIINNN
Line tx1,yy1,tx2.yy2 AR SR Se N
%2 ->tx1 1 yy2 -> yyl hnnTny i,;i’:;tftm‘ittittl
J R 4 g e
s ,",,f " P o, W
EndFor !:}J;r’;"r’ :‘)“i (j’,gf‘,/j; /,,,',,,,,,E?:-_E‘__
EndPrgm f.l" Al Ad 3 ff'fx“,’);' AR R AR AR Aty
gl L s
H

Hinweis: Verschiedene Losungskurven kann man dadurch in das gleiche Richtungsfeld zeichnen, indem man
das Programm mit verschiedenen Kurvenpunkten ( t0, y0 ) aufruft.

Modellkritik:

- Forellen kénnten vielleicht auch durch den Zufluss verloren gehen.

- Die biologische Vermehrung ist vernachléssigt.

- Wie wird der Anfangsbestand der Forellen bestimmt ?

- Die konstante Vermehrung durch den Zufluss ist problematlsch

- Man nimmt an, dass es im betrachteten Zeitraum zu keiner Uberbevélkerung kommt.
- Gibt es kein Beschrankung fiir das Auffiillen des Teichs ?
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Herleitung der exakten Losung:

a

y'(t) = A, . & y(t); y(0)=yo isteine lineare, inhomogene Differentialgleichung.

750 t{(z—a)+ Vo

Bestimmung der allgemeine Lésung y ,, der homogenen Differentialgleichung ( Separation der Variablen):

t¥(z-a) +vo->r1(t) = Done

—a

solve( [ (1/y.y)=- [ (a/r().0)¥)1y>0 = y=(t(z=a)+vo))=

=3
Losung der homogenen Differentialgleichung : yu(t) =co r(t)*?

Bestimmung einer partikuldren Losung y, der inhomogenen Differentialgleichung :
Ansatz:  y, (t)=c() yn(t)

Done
Done

r (t)N-a/(z-a))->yh (1)
c(t)*yh(t)->yp(t)

d(yp(t),t) (z*m/750 - a/r(t)*yp(t)=0 = —C%—(c(t)) (t(z—a)-ﬁ—\/o)i 28 =9

gy

750
Manuelle Auflosung: = ¢ (t) s (t(z—a)+ Vo) % r(t)
Z*m/750%r (t )N (a/(z-a))->dc (t) = Done
j (de (1) .0)->c(t) =  Done
( 2

_ -(m-Vo—-100-yo0)- Vo7
zeros (yo-{co+c(t))*yh(t) co)|t=0->k = =50
(k[1]+c® )*vh(t)->y (1) =

(m~(t(z~a)+'\/o)(t(z~a)+\/o)ﬁ_a ~(rn~Vo~lOO~y0)Voﬁ_‘”)(t(z~a)+\/o)f‘ia

3
N

750

Manuelle Vereinfachung :

a

Aligemeine Losung : y(t)= ~r2~(t(z~a)+ Vo)—(%\/o—yo)'(—-—-—yg-———} o

750 \t(z-a)+ Vo
Beispiel : y(t) = (t+ 9000)/125 + 78 (1+1/9000)"°
Kontrolle : d(y(t)t)-z*m/750+a/r(t)*y(t) = 0
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4.1.3 Salzen - Entleeren
Fiir das Volumen und die Salzmenge im Aquarium haben wir im 1. Kapitel folgende Differentialgleichungen
erhalten:

Volumen: V7 (t) = -12 4 v +18 10° mit V (0 )= 900000 cm’
12 < . <
Salzmenge: S’ ('t = - —==5(t) + 0.54 mit S(0)=54kg
g (t) Ve ) (0) g

Die Differentialgleichung fiir die Salzmenge soll nun noch etwas genauer untersucht werden.

Richtungsfeld mit der Losungskurve fiir die Startwerte ( xt0, yt0)

Differentialgleichungssystem : X = -12 x(ﬂ +18000 =fx(t.x)
y'= y() +054 =fy (t,xy)

v x()
Programm erzeugen:
- Taste [ APPS ] 7: Program Editor 3: New... Type: PROGRAM ->
Variable: DiffSyst

- Das Programm eintippen

DiffSyst (fx, fy, tv, xv, yv,tvon,tbis,yvon,ybis,xt0,yt0) | Aufruf:

Frem [ HOME ]
Local dt,dy, dg, mx,my, X, xx,yy,ttl,tti,yyl,yyZ,
xx1, xx2 [ MODE]

[F2] Exact/ Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

tvon -> xmin: tbis -> xmax
yvon -> ymin : ybis -> ymax
(tbis - tvon ) / 32 -> dt
{(ybis-yvon )/ 14 -> dy

DiffSyst (-12*V(x)+ 18000 , -12*yN(x)*+ 0.54, t, X, v,
0,1000, 45, 75, 900000,54)

dt/4 ->dg
ClrGraph
Xt0->%X PARAMETER:
For tx, tvon,tbis,dt )
For yy, yvon, ybis, dy fx : Funkt%onsterm fx(t,x)
fy | tv=tx and yv =yy and xv=xx -> m fy : Funkt%onsterr.n fy (t,y)
Line tx-dg, yy-m*dg, tx+dg, yy+m*dg tv, XV ,yv : Funktionsvariablen
EndFor [tvon,this] : t-Bereich
fx | tv=tx and xv=xx->mx [yvon, ybis] : y-Bereich
[xt0, yt0 ] . Startwerte

xx+mx*dt->xx
EndFor

tvon -> ttl: yt0 -> yyl: xt0->xx1

For tx,tvon,tbis,dt
fy | tv=tx and yv=yy1 and xt=xx1->my
tx+dt->tt2 ¢ yyl+ my*dt ->yy2 ]
Line tt1,yy1.tt2,vy SARAN AN e

ﬁ(’tV‘tX and);\* =xx1->mx ~-—-:::“-;x'f',-.r.-'a".-',-.-'fx.rxja

e e T P PP A S

ket 0 02 2 0 SR

. - i ”

2 ->ttl 1 yy2 ->yyl NN TN

EndFor A TR NN AR

G

Coap A R Ta Y

ndrrem J;f’}e'f:e.-a‘};;.f:ef-ﬁf::éé H.’S({‘\‘}:H.!'u’ff‘"“j.(h"
Al aPFROY FUNC

Hinweis: Verschiedene Losungskurven kann man dadurch in das gleiche Richtungsfeld zeichnen, indem man
das Programm mit verschiedenen Startwerten ( xt0, vt0 ) aufruft.



Exakte Losungen des allgemeinen Entsalzungsmodells:

Volumen : Vi(t) = -12 v +18°10° mit V (0 )= 900000 cm’
Separation der Variablen:

S

(j (17(18000-12% Y (v) )v.e ) = f (1.1)) | v<2250000 = -250 (In(yv-1500)- -é—'+c =t

Richtig wire : t=-250 In (1500 - \;r—; )- _GL +c d. h. die Bedingung wird nicht beriicksichtigt !

solve (-250* In (1500 - Y (v) ) - ¥ (V) /6 + c=t ¢ ) | =0 and v = 900000 &M [ENTER] = c=1736.19....

Die Gleichung t=-250 In (1500 - /v ) - J—j— +1736.19 kann nicht nach v aufgelost werden. Daher kann

man fiir die Differentialgleichung keine explizite Losung angeben.

Exakte Losung des Entsalzungsmodells mit Abpumpen:

s'(t) = P 7——2f  5(t): s(0)=so isteine lineare, inhomogene Differentialgleichung.
100 t(z-a)+mo

Bestimmung der allgemeine Losung s, der homogenen Differentialgleichung :
t¥(z-a)tmo -> 1 ( t) = Done

-2

solve(j (1/s,8)= - j (a/r(0),0))s)|s>0 = s=(|t(z—a)+mo|)=*
Losung der homogenen Differentialgleichung: sp(t) =co r(t);—a

Bestimmung einer partikuldren Losung s, der inhomogenen Differentialgleichung :

Ansatz: s, (t)=c(t) sp(t)

r { tYN-a/(z-a))}->sh (t) = Done

c(t)*sh(t)->sp(t) = Done
d(sp(t),t) (2*p/100- a/r(t)*sp(1)=0 = %(c(t)) (t(z—a)+mo)f§~%%=o
Manuelle Auflésung: c(t)= i?—()—g— (t(z-a)+mo );21‘3:136% r(t)ﬁ_a
z*p/100%r (t )N(a/(z-a))->dc (t) = Done

[REIOEETICS: = Done

zeros (S0 - (co+c(t))*sh(t),co)|t=0->k = —(p-mo~110(())650)-m02"8

(k[11+c(t) )*sh (t) ->s (1) =

—a

(p-(t(z— a)+mo)t(z—a)+ mo)f:a' ~(p-mo—100- so)moﬁgj (t(z—a)+ mo)—z-'71

100
Manuelle Vereinfachung :
a
. e _ P P z-a
Allgemeine Lésung : s{t)= 100 (t(z-a)+mo) _,(166 mo -~ so)(\—t&—_—%%—agj
Beispiel : s(t)y= 27(1+ t/450)+ 45 (1+ t1/450)°°
Kontrolle : d(s(t),t)-z*p/100+a/r(t)*s(t) = 0
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4.2 Projekte mit Losungsskizzen
Die Projekte werden in Zweiergruppen bearbeitet.
1. UBERVOLKERUNG

Einer Population stehen fiir die Entwicklung nur beschrdnkte Ressourcen zur Verfiigung. IThre Maximalgrosse ist
M. Wie wdchst die Population ?

Modellierung

Anfangsbestand N(0)=Ng =10°

Maximaler Bestand M =500

Annahme: Der rel. Zuwachs (prozentualer Zuwachs) in einem sehr kleinen Zeitintervall
Atist proportional zur Linge des Zeitintervalls At und proportional zu dem
noch verbleibenden "Vermehrungsspielraum".
Der Proportionalitétsfaktor ist k = 0.2 pro Stunde.
wzk(M_N(t))m

N(t)
Mittlere Anderungsrate: Na+a9-NO (t)[M-N(1)]

At
Momentane Anderungsrate:  N'(t)= kN (t)[M-N(t)]

M

1+£M~—1} g M

Ny

Exakte LOsung: N((t)=

2. GRENZGESCHWINDIGKEIT

Ein Lastwagen fahrt mit konstanter Antriebskraft und erfdhrt einen Lufiwiderstand, der proportional zum
Quadrat der Geschwindigkeit ist. Wie entwickelt sich die Geschwindigkeit des Lasters? ( Nach [7])

Modellierung
Vereinfachung: Der Reibungswiderstand der Rider wird vernachldssigt
Masse des Lasters: 5000 kg

Momentane Beschleunigung: a(t) Momentane Anderungsrate der Geschwindigkeit

Resultierende Kraft: F=ma(t)=m v'(t)
Konstante Antriebskraft: K= 10°N
Luftwiderstand: ~wvi(t); w=15kg/m
Kraftgleichung: mv(t) =K -wv' (t)
. . . K W
Differentiaigleichung: V{(t)=— — —vi(t); v{0)=0
m m
2 /wK tm
[K 1-¢™
Exakte Losung: v(it)y=, — S
W -2JwkK t/m
1+e
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3. BONBON LUTSCHEN

Wie lange kann man an einem kugelformigen Bonbon lutschen ? (Nach [7])

Modellierung
Die Volumenabnahme ist in einem kleinen Zeitintervall proportional zur Oberflache und zur Linge des Zeit-

intervalls At. Das Bonbon bleibt immer eine Kugel.

Anfangsradius des BONBON: R =10 mm
Radius des BONBON zur Zeit t [min - r(t); r(0)=R

Volumenabnahme in Intervall [t, t+At]:  V(trAD) -V (t) =-k O (1) At
k= 1.5 mm /min

V(t)=f;~ nr(t) V(z+m)=if~m3(t+m)
)
O(t)=4nr (1)

2 (t+ A =17 (1)

Mittlere Anderungsrate: ~ ~-3kr(t)
Substitution: z (t)=r"(t)
zZ(t+ Az— z(t) ~3k 223(0)
Momentane Anderungsrate: z'(t)y= -3k 223 t)
Exakte Losung: r(t)=R - kt

4. GERUCHTEVERBREITUNG

Wie breitet sich ein Geriicht in einer Gemeinschaft aus ? (Nach [7])

Modellierung  ( analog Uberbevolkerung )

Jede SchiilerIn hat in der Zeiteinheit k Kontakte mit MitschiilerInnen und erzéhlt jedesmal das Geriicht weiter. In
cinem kleinen Zeitintervall ist der Zuwachs von Informierten proportional zu den bereits Informierten, dem
Anteil der noch Nichtinformierten und zur Lénge des Zeitintervall At.

Anzahl SchiilerInnen:- N = 1000
Kontakte pro h: k=5h"
Anzahl Informierte zur Zeit t: I(t); I1(0)=1
Anteil Nichtinformierte zur Zeit t: E:I\Tlgl
Zuwachs an Informierten: L(t+At)- T(1)= k 1(1) > ';(” At
. I(t+ Aty I(t 5
Mittlere Anderungsrate: Ira-10 - yrny - Kpg
At N
. K
Momentane Anderungsrate: I'(t) =kI(t) - N I"(t)
. N
Exakte Losung: [(t)s —————7
1+(N=1je™"



5. SEDIMENTATION

Ein Gefass wird mit Sandwasser gefillt. Wann ist es wieder klar ?
( Nach H.E.Donley, The Drag Force on a Sphere. UMAP Module 712, 1992)

Modellierung
Sandhaltiges Wasser wird in einen Behilter der Hohe h=2 m abgefiillt. Es ist abzuschitzen, wie lange es dauert,
bis sich der Sand gesetzt hat.
Es werden folgende Annahmen gemacht :
- Die Sandkdmer sind kugelférmig mit dem Radiusr=3" 10 m (0.3 mm)
- Die Dichte von Sand ist p = 2.5 10° kg / m’
- Die Erdbeschleunigung istg=10m/ 5
- Fiir den Wasserwiderstand einer Kugel in einer Flissigkeit gilt das Stokessche Gesetz
F=6nnrv mitder Viskositat fiir Wasser( 20°) n = 10°kg/ms

Wir betrachten die resultierende Kraft, die auf ein Sandkorn wirkt.

Die momentane Beschleunigung zur Zeit t ist die
momentane Anderungsrate der Geschwindigkeit:  a(t) =v'(t)

Die resultierende Kraft ist: F®=ma(t) =mv'(t)
2m
v
Die resultierende Kraft setzt sich zusammen aus: ) x (t)
- dem Auftrieb ( V = Volumen ) -V g )
- der Schwerkraft (m=V p) mg=Vpg
- dem Wasserwiderstand -6 T V()
e —
Wir erhalten also die Differentialgleichung :
mv=Vpg -V10’g -6mnrv
e : . . . 4 5
Wir dividieren beide Seiten durchm =V p und setzen fiir V= 3 mro o ein:
-10° 6 -10° 9
v.ng _ 47”71 v = gp B :1 v
p I o p 2r°p
3
Mit den Annahmen erhalten wir die Differentialgleichung :
v'(t1)=6-20v (1) (1)

Fiir Bestimmung des Ortes eines Sandkomns beachten wir, dass die momentane Geschwindigkeit die momentane
Anderungsrate des Ortesist.  Es gilt die Differentialgleichung :

X (t)=v(t) (2)

Eine verniinftige Abschitzung fiir die Sedimentation bekommt man, wenn man das Verhalten eines Sandkorns
betrachtet, das zur Zeit t = 0 an der Wasseroberflache ist. Fiir ein solches Sandkorn gilt: v (0 )=0 und x(0)=0
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Approximation mit TI-92 nach Euler-Cauchy

Als Zeitintervall wihlen wir [ 0, 10 s], das wir in N gleichlange Intervalle zerlegen . Vonv (t)=v(0)=0und
x (o) =x ( 0) =0 ausgehend, approximieren wir schrittweise die Funktionswerte von v und x jeweils an der
nichstfolgenden Stelle. Die Berechnung der Funktionswerte verfolgen wir in der Tabelle ( TABLE). Lgsung ist

der Wert von t, bei dem x(t) moglichst nahe bei 2 liegt.

Mit der Differentialgleichung ( 1) erhalten wir :

V(L) =V () + V' () At = V() +(6-20V (1) ) At und  v(t)=v(0)=0
Mit der Differentialgleichung ( 2 ) erhalten wir :

% (1) X (t) ¥ X' (ta) At = X () ¥V (ta ) AL ind  x(t)=x(0)=0
N=1000 = At =1/100; t, =At n=n/100 n=0,1,..100

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE
[F2] Exact/Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

[Y=] ul(n)=n/100 (Zeit t)
w(n)=u2(n-1)+(6- 20*u2(n-1))/100 ( Geschwindigkeit v (t))
uiz=0 ( Startwert u2(0) = v(0)=0)

v u3(n) =u3(n-1) + u2(n-1)/100 (Weg x(t))
ui3 =0 : ( Startwert u3(0)=x(0)=0)

[F7] Axes: Time -> 3: CUSTOM

X Axis: ul.
Y Axis: u3
K3 (wmNDow]

nmin=0 nmax=1000 xmin=0 xmax=10 xscl=1 ymin=0 ymax=3 yscl=1

(K] (GRAPH]
‘ [TABLE] [F2]  thiStart: 80 = n  ul(=t) w2Ev)  u3 (=)
‘ 671 6.71 3 1.998
672 6.72 .3 2.001

Resultat: Es dauert ca. 6.7 s ( genauer Wert 6.716 s } bis ein Sandkorn von der Wasseroberfliche auf den
Boden des Behilters gesunken ist.

.. 3 -2 3 0t 3 3
xakte Losungen: v{t)y= —(- x(t)= —e g S p e
E s ()= gl-e ) (D= 2% "0 20

Modellkritik:

- Die Kugelform von Sandkdmern ?

. Wasserwirbel, die kaum zu vermeiden sind, werden nicht berticksichtigt.
. Das "letzte" Sandkorn muss nicht mehr die ganze Hohe zurticklegen.
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6. ATOMMULL - CONTAINER
Greenpeace protestierte gegen die Versenkung der Atommuill-Container im Meer und behauptete, dass die max.
zuldssige Aufprallgeschwindigkeit von 12 ms” in 100 m Tiefe iiberschritten werde. ( Nach [2] und [8] )

Modellierung

Grundlagen

Container : m =240 kg V=021m Wasserwiderstand: 1.17v(t)
Erdbeschleunigung: g=9.81 m s~ Wasserdichte (Salzwasser): p = 1025 kg m™

Fiir die Bestimmung des Wasserwiderstandes wurden Schleppversuche mit Schiffen durchgefiihrt.
Wir betrachten die resultierende Kraft, die auf den Container wirkt.

Die momentane Beschleunigung zur Zeit t ist die

momentane Anderungsrate der Geschwindigkeit: a(t)y=v'(t)

Die resultierende Kraft ist : F=mat) =mv'({t)=240v'(t)

Die resultierende Kraft setzt sich zusammen aus:

- dem Aufirieb ( V = Volumen ) -Vpg=-02110259.81 = -2111.60
- der Schwerkraft mg = 240 9.81 = 2354.4
- dem Wasserwiderstand - 1.17 v(t)
Wir erhalten also die Differentialgleichung : mv=mg -Vpg - 1.17v
\% .
Wir dividieren beide Seiten durch m: vi= g( 1~ P )y - 17 v
m m
Mit den Annahmen erhalten wir die Differentialgleichung :
v'(t)=1.0116-0.0049v (1) (3)

Fiir Bestimmung des Ortes des Containers beachten wir, dass die momentane Geschwindigkeit die momentane
Anderungsrate des Ortes ist.  Es gilt die Differentialgleichung :

X'(t)=v(t) (4)

Esgiltzudem: v(0)=0 und x(0)=0

Exakte Losungen:
v(t) =207.519(1-¢ - 0. 004875 ,)

X (t) =42568.049 (e *®*¥7 1 _1)+207.519t=100 = t=14.222=> v ( 14.222)=13.901
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Approximation mit TI-92 nach Euler-Cauchy
Als Zeitintervall wihlen wir [ 0, 15], das wir in N gleichlange Intervalle zerlegen. Von v (t; )=v (0)=0und x
(1, ) =x ( 0) = 0 ausgehend, approximieren wir schrittweise die Funktionswerte von v und x jeweils an der
niichstfolgenden Stelle. Die Berechnung der Funktionswerte verfolgen wir in der Tabelle ( TABLE). Losung ist
der Wert von t, bei dem x(t) mdglichst nahe bei 100 liegt.

Mit der Differentialgleichung ( 3 ) erhalten wir :

V(t) =v(tu) + V' (ta ) A= V(i) +(1. 0116563 - 0. 004875 v (t,) )ALt und v(t,)=v(0)=0

Mit der Differentialgleichung ( 4 ) erhalten wir :

X(t) #x () ¥ X'(Ga) At = X () + Vv ()4t und  x(t)=x(0)=0
N=1000 = At =0.015; t =At'n=0015n n=0,1,..100

Einstellung : [MODE] Graph.......FUNCTION-> 4: SEQUENCE
[F2] Exact/Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

[Y=] ul(n)=15*n/1000 (Zeitt)
' u2(n) =u2(n-1) + (1. 0116563 - 0. 004875 *u2(n-1))*0.015  ( Geschwindigkeitv (t}))
ui2 =0 ( Startwert u2(0) = v(0)=0)
v u3(n) =u3(n-1) + u2(n-1)*0.015 (Wegx(t))
ui3 =0 { Startwert u3(0)=x(0)=0 )

[F 7] Axes: Time -> 3: CUSTOM

X Axis: ul

Y Axis: u3
III‘ [WINDOW]

nmin =0 nmax=1000 xmin=0  xmax=15 xscl=1 ymin=0 ymax=110 yscl=10
KX (GRAPH]
I8 [TABLE] [F2] tbiStart: 945 = n ul (=t) w2 (=v) u3 (=x)
' 948 14.22 13. 899 99.859
949  14.235 13.913 100.07

Resultat: Nach nc = 948 Zeiteinheiten, d. h. nach xc= 14.2 s, prallt der Container mit einer Geschwindigkeit
von 13.9 m s in 100 m Tiefe auf den Meeresboden. Diese Geschwindigkeit {ibersteigt also die zuldssige
Aufprall-geschwindigkeit von 12 m st
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7. SCHLEPPKURVE

Ein Tanker und das Schleppschiff liegen im Hafen und sind im Abstand a mit einem straff gespannten Tau
miteinander verbunden. Der Schlepper zieht den Tanker senkrecht zum Quai so aus dem Hafen, dass das Tau
stets straff gespannt bleibt. ( Nach [7])

Modellierung
Das Tau ist immer tangential zur Kurve:

y'= - va ox mity(a)=0 = y(x)=aln £a+ a;_X;) - Ja?-x°
X X
8. EIFFELTURM

Der Eiffelturm trigt zuoberst eine Aussichtsplatiform und eine Spitze. Warum hat er dann die Form,die er hat ?

Modellierung

Jeder Querschnitt A ( x ) hat die gleiche Belastung pro Quadratmeter.

o : Dichte des Siulenmaterials (kg m?)

A, : oberste Querschnittfliche Gy : Masse der Turmspitze

G A
(A(x+Ax) -A(x)):\—o—z GA(Xx)Ax = A'(x)=cA(x) f}i = A(x)= Ay et/ Co
0 0

9. EISVERSORGUNG ALEXANDERS DES GROSSEN * (356-323 v.Chr.)

Alexander der Grosse wollte auch bei seinem Feldzug in den asiatischen Wiisten nicht auf seinen gekiihlten Wein
verzichten. Er liess sich aus den heimatlichen Bergen Makedoniens kubische Eisblocke heranschaffen. Konnte
das funktionieren ? ( Nach [7])

Modellierung
- Isolation mit Heu der Dicke D (50 )cm 8, (t): Aussentemperatur
- Urspriingliche Kantenlénge der Eisblocke: 50 cm 9;(t): Temperatur im Innemn der Packung

- urspriingliche Eisoberfliche F (50 50 6 ) cm’

Fouriersches Wirmeleitungsgesetz
In einem sehr kleinen Zeitintervall At gilt fiir die zugefithrte Warmemenge AQ :

AQ = x-g [8a(t) - 9(t) JAt mit A : Wérmeleitfihigkeit von Heu ( 3.02 Joule grad” cm™ h™)
Solange das Eis nicht vollstdndig geschmolzen ist ,ist $;(t)=0.

dQ(t)
dt

F
Es ist also: = XBSA(t)

ﬁt fiir 0<t<8§
ANNAHMEN: Temperaturverlauf wihrend eines Tages: Sa(t) = 8 40
60 ~T—6-t fir8<t<24

3-t fir 0<t<15

Alternative: Temperaturverlauf wihrend eines Tages: S4(t) = . )
120-5t firlS5<t<24

Damit ist die tigliche Warmezufuhr 434419 Joule. Um ein Gramm Eis zu schmelzen sind 333 Joule
erforderlich. Das ergibt pro Tag 1.3 kg Eis, das schmilzt. In ca. 7 Wochen ist der urspriingliche Wiirfel erst auf
die Halfte zusammengeschmolzen.
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10. SCHUSS IN DEN WELTRAUM : FLUCHTGESCHWINDIGKEIT
Ein Projektil wird auf der Erdoberfliche senkrecht abgeschossen. Wann fdllt es nicht mehr auf die Erde
zuriick ? ( Ausfithrliche Darstellung in [8])

Modellierung

Der Luftwiderstand und andere Stérungen werden vernachldssigt. X ()
x(t): Abstand des Projektils vom Erdmittelpunkt zur Zeitt
Mogliche Tips:
- Gleichung mit 2 x ' multiplizieren
- Ansatz: Potenzfunktion
- Energiesatz
DIFFERENTIALGLEICHUNG:
Newtons Grundgesetz
Resultierende Kraft F : F(x(t),v(t),t)=mx"(t)=mv (1)
Gravitationsgesetz mM mg R2
Erdanziehungskraft F: - Y s T 3
X X~
gR’
v : universelle Gravitationskonstante mit y = M
R: Erdradius M : Erdmasse
R? R?
Es gilt also : mx"(t)= - mg2 = x" + g7 =0
X x*
LOSUNG:
a ) Differentialgleichung mit 2 x' multiplizieren :
gR? R ,
2x'X'=-2X S = [(x')z]'=[2gR'l]' = v’=2gR2l+C
x© X X
1
Mitv(0)=v, und x(0)=R folgt: v0=2gR2E+C = C= v, -2gR

‘)1
vI=2gR*—+ v/-2¢gR
X

Die Geschwindigkeit ist immer positiv , wenn ve> -2 g R 20 ist. Die Fluchtgeschwindigkeit vy ist daher :

vo=+2gR =~ 11.2kms™".

b) Ansatz: Potenzfunktion x (t) =A(t+c) ® mitx (0)=R in die Diffferentialgleichung einsetzen.
Grund : Wurzelfunktionen ergeben negative Exponenten  (t/?)"~-t"¥?, (t"?)"=-t’ 53
Versuch: (t*)"=-(t*) = b=2/3

f B
\.—
x(t)= 3\/4.5ng (t + ’%) Esgilt:x(t) ———=% dh. das Projektil fallt nicht zurtick !
-8

X (0)=v,=+2¢gR ~ 11.2kms"

¢) Energiesatz: - mgR = a)

b | o

Dass vo ~ 11.2km s als Fluchtgeschwindigkeit ausreicht, ist damit nachgewiesen. Warum aber bei jeder
kleineren Geschwindigkeit das Projektil auf die Erde zurtickfllt, ist viel schwieriger zu zeigen.
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11. GALILEO GALILEI UND DER FALLSCHIRMSPRINGER

Wie fallt ein Korper aus einer Hohe von 1000 m zur Erde?

Modellierung

a ) OHNE LUFTWIDERSTAND
Die Schwerkraft ist in der Nihe der Erdoberfliche konstant.

g Erdbeschleunigung ( 9.81 m s™)

x(t): Hohe zur Zeit t v(t): Geschwindigkeit zur Zeit t
x(0) =h v(0) =0

Energiesatz:

Die Anderung der kinetischen Energie ist gleich der Anderung der potentiellen Energie

%-mv2 = %—m (x’(t))2 =mg h~mg x(1)

<

X'(t)=, 2gh - 2gx(1) = x(t)—‘=h-—_}gt2

Newton'sches Kraftgesetz:

mAv(t)xmg At

vi(t)= g = v(t) =-x"(t)= gt = x(t) =h-%gt2

b ) MIT LUFTWIDERSTAND  ( Fallschirm )
Der Luftwiderstand ist etwa proportional zur Geschwindigkeit, solange diese nicht zu gross ist.
p : Luftwiderstandskoeffizient

mv (1) =mg - pv (1) = Vi =g - Sv(t)
m
mg g -—t
= v(t) =-x'(t)s — - —Ze =
p
m? -2t mg
= x(t) = Z8-e m )~ D8y ip
p- p
Approximation:

V() 2V (5) FV () AL=v (1) + (g- 2v(t, ) )AL v(t)=0
m
Xty )2 X (1) - v (1,) At x(1,)=h
h=1000 g=981 m=50 b=100 Intervall {0, 200] N=1000 At =0.2

Einstellung : [MODE] Graph........ FUNCTION-> 4: SEQUENCE
[F2] Exact/Approx.... AUTO -> APPROXIMATE

] [¥=] ul(n)=200*n/1000

u2(n)=u(n-1)+ ( 9.81 - 2*u2(n-1) )* 0.2

ui2=0
v u3(n)=u3(n-1) - u2(n-1) *0.2
ui3=1000
[F7] Axes: Time -> 3:CUSTOM
X Axis: ul
Y Axis: u3

KX [WINDOW] nmin=0 nmax=1000 xmin=0 xmax=200
xscl=10  ymin=0 ymax=1000 yscl=100

[GRAPH]

12. EPIDEMIE  analog zur Geriichteverbreitung

Unter den Schiilern und Schiilerinnen eines Schulhauses breitet sich eine sehr leichte Grippe aus.
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Anhang

I. Probleme mit dem TI-92 Stand 04. Mai 1997

Wozu diese Liste ?

Bei unseren Untersuchungen sind wir auf etliche Probleme gestossen. Wir verdffentlichen diese Liste, weil sie
fiir LehrerInnen wohl von einigem Interesse ist. Wer demnichst ein bestimmtes Kapitel behandelt, kann nach-
schlagen, welche Schwierigkeiten und Uberraschungen dabei aufireten konnen. Manche Probleme treten auch
bei grosseren CAS auf.

Wir haben diese Liste an Texas Instruments weitergeleitet und hoffen auf eine baldige Behebung der dargelegten
Probleme.

Die beschriebenen Probleme sind bei den uns zur Verfiigung stehenden Geridten - manchmal auch nur bei
einigen davon - aufgetreten. Da das CAS des TI-92 offenbar regelmissig tiberarbeitet wird, ist es durchaus
moglich, dass das eine oder andere Problem bei den neuesten Modellen iiberhaupt nicht mehr oder nicht genau
in der beschriebenen Form auftritt.

Die Versionsnummer kann vom Home-Screen aus mit der Tastenkombination [F5] K3 [ (] abgerufen
werden. Die anschliessende Riickkehr erfolgt mit K3} [ HOME ].

Inhalt:

: Bruchterme, Bruchgleichungen

: Wurzeln

Gleichungen 2. / 3. / 4. Grades und verwandte Aufgaben
: Trigonometrie

Potenzen, Exponentialgleichungen, Logarithmen
Komplexe Zahlen

: Folgen und Reihen

: Grenzwerte

Differential- / Integralrechnung

Kombinatorik

SCTOTUYOWR
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II1. Schulversuch: Analysis mit dem CAS des TI-92

Rahmenbedingungen:

¢ Versuchsklasse:
Realgymnasium der Kantonsschule Alpenquai Luzern
6. Klasse ( 12. Schuljahr ): 10 Schiilerinnen und 10 Schiiler.
Die Leistungsfdhigkeit der Klasse ist aus verschiedenen Griinden in der Mathematik und auch gesamthaft
unterdurchschnittlich.

e Zeitrahmen:
Zeitpunkt: 7. Januar 97 - 16. Januar 97

2 Lektionen:  Vorbereitung - Einfiilhrung des TI-92

13 Lektionen:  Einflihrung in die Analysis

2 Lektionen:  Priifung in Zweierteams

2 Lektionen:  Priifungsbesprechung und Evaluation der Schiiler

e Stoffrahmen:

1. Kapitel :  Einflihrung - Modelle
2. Kapitel :  Einfilhrung in die Grundlagen der Analysis

Evaluation der Lehrer:

¢ Probleme der SchiilerInnen:

Im zur Verfligung stehenden Zeitraum konnten sich die Schiilerlnnen kaum gleichzeitig Fertigkeiten im
Umgang mit dem Rechner und dem mathematischen Thema erarbeiten.

Die Schiilerinnen brauchten linger als vorgesehen, um mit dem Rechner vertraut zu werden. Diese
Schwierigkeit wird bei einem permanenten Einsatz des TI-92 kleiner werden.

Die Umsetzung der mathematischen Algorithmen auf den Rechner darf man nicht {iberstiirzen.

Den SchiilerInnen muss trotz oder auch wegen des CAS ausreichend Ubungsmaterial und Ubungszeit zur

Verfiigung stehen.

Einen verniinftigen Umgang mit den Problemen, die der Rechner stelit, miissen die Schiilerlnnen und die

LehrerInnen herausfinden.

- Wie geht man mit Fehlermeldungen um ?

- Wie findet man Syntaxfehler ?

- Wie kann man die vom Benutzer definierten Variablen optimal verwalten ?

- Wie geht man mit einem Rechnerabsturz um ?

Die intensive Betreuung bei CAS-Problemen ldsst Halbklassen sehr wiinschenswert erscheinen.

¢ Didaktische Probleme:

Nach welcher Wartezeit darf man keine Ergebnisse mehr erwarten ?

Wie erkennt man, dass Lésungen fehlen, und wie findet man diese Losungen ?

Was macht man , wenn man kein Resultat erhilt ?

Wie kompliziert diirfen algebraische Terme sein, damit sie das CAS des TI-92 verarbeiten kann ?

Wann sind manuelle Umformungen notwendig, und wie weit muss man umformen ?

Wie iiberpriift man die Ergebniss des Rechners? Kann man der Kontrolle mit dem Rechner vertrauen ?
Wie erkennt man falsche Lésungen ?

Das CAS verlangt bestimmte Notationen, die von der Problemstellung her oder vom mathematischen
Standpunkt aus nicht immer geeignet sind.

Welche Hilfsmittel sind bei einer Priifung zugelassen ?

Texteditor des Rechners: Teile der Formelsammlung, des Skripts oder des Rechnerhandbuchs kénnen
gespeichert werden.

Was oder wieviel miissen die SchiilerInnen protokollieren ?

Es bieten sich auch neue Formen der Leistungsbeurteilung ( Projekt- und Teamarbeit ) an.

Wie kann man verschiedene Rechnerversionen in einer Klasse in den Griff bekommen?
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Evaluation der SchiilerInnen:

Wir haben bewusst auf einen Fragebogen fiir die Schiilerlnnen verzichtet. Sie sollten nicht durch unsere Fragen
beeinflusst oder eingeengt werden. Ihre Beurteilung des Versuches sollten sie in der Form eines Essays darlegen.
Dadurch erhofften wir ein unverfilschtes Stimmungsbild der SchiilerInnen zu erhalten. Bei einem so eng be-
grenztem Experiment ist es auch kaum sinnvoll, mehr hineininterpretieren zu wollen.

Die objektive Auswertung der Essays war natiirlich dusserst schwierig. Trotzdem zeigte es sich, dass einige
Problemkreise von einem Grossteil der Schiilerlnnen erkannt und abgehandelt wurden.

Schulversuch mit dem TI-92
Dem Schulversuch mit dem TI-92 standen die SchiilerInnen positiv gegeniiber. Der Versuch wurde mehr-

heitlich begriisst.

Beurteilung des Rechners TI-92

Der Rechner wird eher kritisch beurteilt. Die Schiilerlnnen vergleichen den TI-92 wohl eher mit den
Mbglichkeiten eines PCs als mit denen eines Taschenrechners. Erwihnt wurden :

- Der Rechner ist zu unhandlich

- Der Rechner ist zu teuer

- Der Rechner ist zu wenig benutzerfreundlich

- Der Rechner ist noch nicht voll funktionsfihig  (Abstiirze, zu langsam )

- Alles ist Englisch ( Handbuch )!!!

Mathematik - CAS des TI-92
Auch SchiilerInnen, die den Einsatz des TI-92 grundsitzlich befiirworten, weisen auf die Gefahren fiir die
mathematische Bildung hin. Diese Bedenken sind iiberraschend. Dazu wurden meistens mehrere Punkte
angefiihrt:

- Die SchiilerInnen verlieren mathematische Fertigkeiten.

- Die SchiilerInnen verlieren mathematische Einsichten.

- Die SchiilerInnen verlieren mathematische Grundkenntnisse.

- Die Schiilerlnnen verlieren Erfolgserlebnisse.

- Die SchiilerInnen sind der Maschine ausgeliefert.
Einige Schiilerlnnen ziehen aus diesen Bedenken den Schluss, dass das CAS jeweils erst dann eingesetzt
werden sollte , wenn die Grundlagen erarbeitet und gefestigt sind.

Der Einsatz des CAS als Hilfsmittel wird begriisst oder als unvermeidlich erachtet. Einige wenige lehnen den
Rechner oder die Technik in der Mathematik grundsétzlich ab.

Zeitpunkt der Einfiithrung des TI-92

Nur wenige SchiilerInnen machten sich Gedanken tiber den Zeitpunkt fiir die Einfiihrung des CAS
. 2 SchiilerInnen befiirworten einen frithen Einsatz ( 3. Klasse: 9. Schuljahr ).

- 2 SchiilerInnen befiirworten einen spiten Einsatz ( 5. Klasse: 11. Schuljahr ).
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