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1
Einführung
Verfahren zum Sortieren und Suchen spielen eine zentrale Rolle in der Algorithmik, sie bilden wichtige Bestandteile in umfassenden Software-Lösungen.

Das richtige (und effiziente) Sortieren von Daten kann das Suchen erleichtern. In diesem Leitprogramm gehen wir davon aus, dass sie einige einfache Sortierverfahren bereits kennen gelernt haben.

Eines der schnellsten Sortierverfahren ist der Quicksort–Algorithmus. Er ist Thema dieses Leitprogramms.

Was ist das Thema dieses Leitprogramms?

Sie werden mit Hilfe dieses Leitprogrammes erfahren, wie der Quicksort–Algorithmus funktioniert und wie man ihn implementiert.

Welches Vorwissen sollten Sie mitbringen?

Der hier betrachtete Quicksort–Algorithmus ist rekursiv. Rekursive Programme sind Programme, die sich immer wieder selbst aufrufen, bis ein gewisses Abbruchkriterium erfüllt ist. Ein einfaches Beispiel dafür ist das Berechnen von Fakultäten. Mit dem Konzept der Rekursion sollten Sie vertraut sein.

Um Algorithmen zu notieren, verwendet man eine spezielle Sprache. Mit dieser so genannten Pseudoprogrammiersprache wird auch in diesem Leitprogramm gearbeitet.

Was werden Sie nach der Bearbeitung des Leitprogrammes können?

· Sie verstehen, wie der Quicksort–Algorithmus funktioniert, können das Verfahren erklären und es an konkreten Beispielen anwenden.

· Zusätzlich können Sie erklären, wieso der Quicksort–Algorithmus ein rekursiver Algorithmus ist, wie diese Rekursion abläuft und wie wichtig die Rekursion für diesen Algorithmus ist.

· Sie werden ausserdem eine neue Strategie kennen, die ein Problem in kleinere Teilprobleme zerlegt und diese danach abarbeitet.

· Schlussendlich können Sie den Quicksort–Algorithmus in Pseudocode übersetzen und erklären, was jede einzelne Zeile dieses Pseudocodes bewirkt.
Wie arbeiten Sie am besten mit diesem Leitprogramm?

Auf der nächsten Seite können Sie mit dem Leitprogramm beginnen. Lesen Sie alles aufmerksam durch und lösen Sie die eingestreuten Aufgaben. Die Lösungen dazu finden Sie ganz am Schluss.

Am Ende des Textes stehen einige Aufgaben zur Lernkontrolle. Mit diesen Aufgaben können Sie selbst überprüfen, ob Sie die Lernziele erreicht haben. Auch dier Lösungen zu diesen Aufgaben sind am Schluss angefügt.

Danach wartet der Kapiteltest auf Sie, den Sie bei Ihrer Lehrperson ablegen. Das Ergebnis entscheidet, ob Sie den Quicksort – Algorithmus verstanden haben oder Sie nochmals etwas nachlesen müssen.
2
Der Quicksort–Algorithmus

2.1
Die Idee

Stellen Sie sich vor, Sie haben einen Stapel Kärtchen vor sich. Auf diesen Kärtchen stehen verschiedene Zahlen. Irgendjemand hat diese Kärtchen leider durcheinandergebracht.

(Falls nicht schon verfügbar: Stellen Sie diese Kärtchen mit einem Blatt Papier her. Beschriften Sie die Kärtchen mit den Zahlen 6, 12, 11, 3, 7, 13, 9, 2, 8.)

Sie möchten nun diese Kärtchen wieder sortieren. Sie können das tun, indem Sie das oberste Kärtchen vor sich hinlegen. Die Zahl auf diesem Kärtchen wollen wir der Einfachheit halber p nennen.

Die Zahl jedes weiteren Kärtchens kann man nun mit p vergleichen.

· Die Kärtchen mit einer Zahl, die kleiner ist als p, legen wir links von p auf einen neuen Stapel.

· Kärtchen mit einer Zahl, die grösser sind als p, legen wir rechts von p ebenfalls auf ein einen neuen Stapel.

· Gibt es noch andere Kärtchen, auf denen p steht, dann kann man sie auf den linken oder rechten Stapel legen.

Wir haben also aus einem Stapel drei Stapel gemacht. Links liegen Kärtchen mit Zahlen, die kleiner als p sind, in der Mitte liegt die Zahlkarte mit p und rechts liegen alle Kärtchen, deren Zahlen grösser als p sind.

Das sieht dann ungefähr so aus:
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Der Witz ist nun, dass jetzt alles wieder von vorne beginnt. Mit dem linken und dem rechten Stapel macht man wieder genau dasselbe wie oben beschrieben:

· Oberste Karte vor sich hinlegen.

· Zahlen, die kleiner sind, auf einen neuen Stapel rechts davon.

· Zahlen, die grösser sind, auf einen neuen Stapel links davon.

· Gleiche Zahlen nach rechts oder links.

Und so geht es weiter mit allen jeweils neu entstehenden Stapeln. Nach einem weiteren Schritt könnten die Kärtchen wie untenstehend liegen, es kann natürlich auch sein, dass gewisse Häufchen leer bleiben.
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Schlussendlich entstehen genau so viele Stapel wie Zahlenkärtchen. Oder anders gesagt: Jeder Stapel besteht nur noch aus einer Zahlenkarte. Die Kärtchen liegen nun so, dass die Zahlen von links nach rechts aufsteigend abzulesen sind. Sie sind sortiert.

Aufgabe 1:

Nehmen Sie sich einen Stapel mit Zahlenkarten, mischen Sie ihn gründlich und versuchen Sie dann genau wie oben beschrieben vorzugehen. 

Aufgabe 2:

Überlegen Sie sich, wie viele Kärtchen maximal (mindestens) links und rechts von p liegen. Wann tritt dieser Extremfall ein?

Ist es von Vorteil, wenn dies geschieht? Begründung?

Das oben beschriebene Vorgehen teilt das anfängliche Problem „Sortieren aller Kärtchen“ als erstes in zwei Teilprobleme „Sortieren der Kärtchen mit Zahlen kleiner oder gleich p“ und „Sortieren der Kärtchen mit Zahlen grösser oder gleich p“.

Diese beiden Teilprobleme sind einfacher, da man bei beiden weniger Kärtchen zu sortieren hat. Diese Strategie, bei der man ein relativ kompliziertes Problem in einfachere Teilprobleme aufteilt, hat einen speziellen Namen: Divide and Conquer (oder: Teile und herrsche).

Aufgabe 3: 

Erklären Sie, wieso dieses Verfahren rekursiv ist.

2.2
Die Modellierung

Sie haben nun schon die Grundidee des Quicksort–Algorithmus kennen gelernt. Damit man diesen Algorithmus überhaupt implementieren kann, muss man die Stapel auflösen und jedem Element einen anderen Platz in einer linearen Struktur zuordnen.

Dies ist notwendig, damit man die einzelnen Elemente mit bestimmten Adressen eindeutig aufrufen kann. Wenn wir beispielsweise einen Kartenstapel betrachten, auf dessen Karten von oben nach unten die Zahlen 6, 12, 11, 3, 7, 13, 9, 2, 8 stehen, dann modellieren wir diesen Stapel mit einer Zahlenreihe, in der dieselben Elemente von links nach rechts aufgeführt sind. So hat jede Zahl ihren eigenen Platz.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	12
	11
	3
	7
	13
	9
	2
	8


Mit a0 kann nun jene Zahl aufgerufen werden, die an erster Stelle liegt. a0 ist die Adresse dieser Zahl. In diesem Fall ist es die Zahl die 6. Diese Zahl kann sich aber ändern, wenn in a0 eine andere Zahl abgespeichert wird. 

Die Zahl mit der Adresse a0 (6) entspricht beim Kartenmodell der Karte, die zuoberst liegt. Diese Karte legte man in die Mitte. Alle Karten mit kleineren Zahlen platzierte man links und alle Karten mit grösseren Zahlen rechts von ihr. Da nun aber nicht bekannt ist, wie viele Zahlen kleiner bzw. grösser als die Zahl bei a0 sind, kann man in dem Zahlenreihenmodell noch nicht bestimmen, an welcher Adresse die Zahl schlussendlich zu liegen kommt

.

Genau wie vorher möchte man, dass alle Zahlen, die kleiner sind als a0 (6), auf der linken Seite und alle Zahlen, die grösser sind, auf der rechten Seite liegen.

Aufgabe 4:

Markieren Sie in der obigen Tabelle mit Rot alle Elemente, die grösser sind als 6, mit Blau alle Elemente, die kleiner sind als 6.

Welche Elemente liegen am falschen Ort?

Wie viele Elemente sind blau eingefärbt?

An welcher Stelle sollte die 6 zu liegen kommen?

Aufgabe 5:

Ordnen Sie durch mehrmaliges Vertauschen von jeweils 2 Elementen die Reihe so, dass alle blauen Elemente links liegen und alle roten rechts. (Untereinander müssen die roten bzw. blauen Elemente noch nicht sortiert sein.) Dokumentieren Sie jeden einzelnen Zwischenschritt.

Mit Aufgabe 5 haben Sie drei Teilreihen erstellt, eine aus blauen Elementen, eine aus roten und die dritte besteht aus der 6.
2.3 Der Algorithmus

Sie haben bei Aufgabe 5 ein eigenes Verfahren entwickelt, um die Elemente so zu vertauschen, dass sie auf der richtigen Seite der Referenzzahl liegen. Nun werden Sie gleich erfahren, wie der Quicksort–Algorithmus vorgeht. Vielleicht sind sich diese beiden Verfahren ziemlich ähnlich...

Wie bisher wählt man ein Element mit dem alle anderen Elemente verglichen werden. Dieses Element nennt man Pivotelement. Bisher haben wir als Pivotelement, das vorderste Element in der Zahlenreihe mit der Adresse a0 bzw. die oberste Karte auf dem Kartenstapel gewählt.

(Der Zahl auf der obersten Karte gaben wir übrigens den Namen p (p von Pivotelement.)) Man kann auch andere Elemente als Pivotelement wählen, wir wollen hier aber vorerst beim ersten Element bleiben.

Soll nun die Zahlenreihe a0, a1, a2, …, a8  sortiert werden, dann ist also wiederum a0 (=6) das Pivotelement. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	12
	11
	3
	7
	13
	9
	2
	8


Man geht nun von links durch die Reihe und vergleicht die Elemente mit dem Pivotelement bis man auf das erste Element stösst, das grösser oder gleich ist als das Pivotelement. Man findet es bereits nach dem ersten Vergleich (6 ↔ 12) es ist die 12. Dieses Element gehört nach rechts, weil es grösser ist als 6.

Nun sucht man von rechts nach dem ersten Element, das kleiner oder gleich ist als das Pivotelement. Dieses Element findet man nach zwei Vergleichen (6 ↔ 8 und 6 ↔ 2), es ist die 2. Die 2 gehört deswegen nach links. Man vertauscht nun die beiden Elemente (12 und 2).

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	12
	11
	3
	7
	13
	9
	2
	8
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Durch das Vertauschen erhalten die 12 und die 2 neue Adressen. Die 12 liegt nun bei a7 und die 2 bei a1. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	2
	11
	3
	7
	13
	9
	12
	8


Danach sucht man weiter. Von links ist das nächste Element, das grösser ist als das Pivotelement die 11. Und von rechts findet man die 3 als nächstes Element, das kleiner ist als das Pivotelement.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	2
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11
	3
	7
	13
	9
	12
	8


Auch diese beiden Elemente werden vertauscht. Danach sieht die Reihe folgendermassen aus:

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	2
	3
	11
	7
	13
	9
	12
	8


Beim nächsten Schritt findet man von links her die 11 als grösseres Element und von rechts die 3 als kleineres Element, aber die von links und die von rechts kommende Suche haben sich überkreuzt.

Das bedeutet, dass nun alle Elemente grösser gleich dem Pivotelement rechts und alle Elemente kleiner gleich dem Pivotelement links liegen. Das mit der Suche von rechts her gefundene Elemente a2 (3) ist das am weitesten rechts liegende Element, das kleiner ist als das Pivotelement (bei a3 liegt bereits ein Element das grösser ist als 6). Deswegen kann man das Pivotelement mit dem Element bei a2 vertauschen.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	2
	3
	11
	7
	13
	9
	12
	8
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Dadurch erhält man eine Zahlenreihe, bei der das Pivotelement an der richtigen Stelle liegt und links davon sind alle Elemente kleiner gleich und rechts alle Elemente grösser gleich dieses Element.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	3
	2
	6
	11
	7
	13
	9
	12
	8


Man hat die Zahlenreihe  a0, …, a8 in die drei Teilreihen a0, a1 und a2 und 
a3, …, a8 aufgeteilt (und damit die Aufgabe 5 , oben S.  ***, gelöst). Bei den beiden Teilreihen a0, a1 und a3, …, a8 soll nun genau gleich fortgefahren werden.

In der linken Teilreihe wählt man wiederum das erste Element links als Pivotelement. Das erste Element von links in der zu sortierenden Reihe a0, a1, das grösser ist als dieses Pivotelement existiert nicht. Das erste Element von rechts, das kleiner ist als das Pivotelement ist die 2. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	3
	2
	6
	11
	7
	13
	9
	12
	8



Da sich die beiden Suchen bereits überkreuzt haben, wird das Pivotelement mit dem kleineren Element vertauscht. Das Pivotelement 3 liegt danach an der richtigen Stelle.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	11
	7
	13
	9
	12
	8


Die drei Teilreihen, die dadurch entstehen, sind die linke a0, die mittlere a1 und eine leere rechte Reihe.
Folglich muss hier nur die linke Teilreihe a0 sortiert werden. Da es sich dabei um eine Reihe mit nur einem Element handelt, ist diese bereits sortiert. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	11
	7
	13
	9
	12
	8


Nun muss noch die rechte Teilreihe a3, …, a8 sortiert werden, die nach der ersten Aufteilung entstand. Das erste Element von links ist hier die 11, sie wird zum neuen Pivotelement.

Aufgabe 6:

Führen Sie den Quicksort–Algorithmus zu Ende, indem Sie selbst die rechte Teilreihe a3, …, a8 sortieren.

Aufgabe 7:

Sortieren Sie die Zahlenreihe 8, 9, 2, 15, 5, 17, 18, 7 mit dem Quicksort – Algorithmus. Zeichnen Sie die Bilder wie beim vorherigen Beispiel.

2.4
Implementierung
In diesem Abschnitt soll nun der Quicksort–Algorithmus mit der Ihnen bereits bekannten Pseudoprogrammiersprache geschrieben werden, so dass man damit leicht ein Programm schreiben könnte.

Studieren Sie nun den nachfolgenden Algorithmus 1:

	Algorithmus 1

	Eingabe:
Zahlenfolge a0, …, an-1 mit n Elementen

Ausgabe:
?

	Setze pivot = 0,  i = 1 und j = n-1 

Wiederhole solange i ≤ j

Suche von links das erste Element mit ai ≥ apivot

Suche von rechts das erste Element mit aj ≤ apivot


Falls i ≤ j :
Vertausche ai und aj


Setze i=i+1 und j=j-1


Aufgabe 8:

Überlegen Sie sich, was der Algorithmus 1 bewirkt. Ersetzen Sie das ? bei der Ausgabe.

Aufgabe 9:

Schreiben Sie nun diesen Algorithmus 1 mit Hilfe von Befehlen, die sie bereits kennen, um. 

Aufgabe 10:

Was müsste man im obigen Algorithmus 1 noch ergänzen, damit ein Algorithmus 2 entsteht, der zusätzlich noch das Pivotelement an die richtige Stelle tauscht?

Vom Algorithmus 2 aus Aufgabe 5 zum Quicksort–Algorithmus ist es kein allzu grosser Schritt mehr. Das Pivotelement steht nach dem Tausch mit dem Element aj an der j-ten Stelle. Die beiden Teilreihen, die dadurch entstehen und nun sortiert werden müssen, sind a0, … a j-1 und aj+1, … an-1. (aj steht bereits an der richtigen Stelle).
Aufgabe 11:

Was müsste man am Algorithmus 2 ändern, damit er auf die Zahlreihe a0, …, aj-1 bzw. aj+1, …, an-1 angewandt werden würde, falls die Eingabe eine Zahlenreihe a0, …, an-1 wäre?

Damit Algorithmus 2 sich wie der Quicksort–Algorithmus verhält, müsste er sich wegen seiner rekursiven Eigenschaft wieder selbst aufrufen, so dass er auf den zwei Teilreihen, die er produziert, wieder angewandt wird.

Dazu müssten die Variablen i und j allerdings nicht fix gesetzt werden, sondern auch als Eingabe übergeben werden. Untenstehend sehen wir den Quicksort–Algorithmus, der als Eingabe eine Zahlenreihe und die beiden Werte von und bis erhält, die angeben von wo bis wo die übergebene Zahlenreihe sortiert werden soll. 

	Quicksort (a0, …, an-1, von, bis)

	Eingabe:
Zahlenfolge a0, a1, …, an-1 mit n Elementen, von, bis
Ausgabe:
Umsortierte Zahlenfolge a0, …, an-1, sodass ak  ≤ ak+1, für alle 


von ≤ k ≤ bis

	1 if (von < bis) {
2
pivot = von; i = von+1; j = bis;
3
while (i ≤ j) {
4

while (ai < apivot) {
 
5


i=i+1; 

6

}


7

while (aj > apivot) {

8


j=j-1;
9

}
10

if (i ≤ j) {
11


Vertausche ai und aj;
12


i= i+1; j= j-1;

13

}


14

else {
15


Vertausche aj und apivot;

16

}
17
}
18
Quicksort (a0, …, an-1 , ?, ?);

19
Quicksort (a0, …, an-1 , ?, ?);

20 }


Um den Quicksort–Algorithmus zu starten, kann man den Algorithmus mit dem Befehl Quicksort (a0, …, an-1, 0, n-1) aufrufen. Danach verwendet der Algorithmus überall, wo von steht, den Wert 0 und überall wo bis steht, den Wert n-1. In der zweiten Zeile werden dadurch dieselben Werte übergeben, wie beim Algorithmus 2. 

Aufgabe 12:

In den Zeilen 18 und 19 sehen Sie, dass der Quicksort – Algorithmus erneut aufgerufen wird. Ersetzen Sie die Fragezeichen!

Aufgabe 13:

Erklären Sie, wieso die „If (von < bis)“ – Bedingung in Zeile 1 wichtig ist.

Bemerkung: Vielleicht haben Sie Lust, sich zu überlegen, wie der Programmiercode für das Vertauschen von zwei Elementen lauten müsste.

2.5
Analyse

Wie lange das Sortieren mit dem Quicksort–Algorithmus dauert, hängt sehr stark von der Wahl des Pivotelements ab. Hier soll untersucht werden, inwiefern die Anzahl der benötigten Rekursionsschritte vom Pivotelement abhängt. Dazu sollen Sie nochmals die Aufgabe 1 betrachten. In dieser Aufgabe sollte die Zahlenreihe 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	12
	11
	3
	7
	13
	9
	2
	8


sortiert werden. Das erste Element links war das erste Pivotelement. Nach dem das Pivotelement an seinen richtigen Ort gebracht wurde, entstanden die drei Teilreihen a0, a1 und a2 und a3, …, a8.
	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	3
	2
	6
	11
	7
	13
	9
	12
	8



Aus der Reihe a0, …, a8 entstanden also die drei Teilreihen a0, a1 und a2 und a3, …, a8. Die Farben in dem Diagramm sind so gewählt, dass das Pivotelement schwarz hinterlegt ist, alle Elemente, die kleiner sind blau und alle, die grösser sind rot.


Aus der linken Teilreihe entstanden danach die Teilreihen a0 und a1. Die rechte Teilreihe a3,…, a8 teilte sich in die drei Teilreihen a3, a4, a5 und a6 und a7, a8. Aus Teilreihe a3, a4, a5 entstanden danach die Teilreihen  a3, a4 und a5. Aus a3, a4 entstanden a3 und a4 und aus a7, a8 ergaben sich die beiden Teilreihen a7 und a8. Dies alles können Sie aus dem ersten Beispiel herauslesen. Das vollständige Diagramm mit allen Rekursionsschritten sieht dann folgendermassen aus:

 

Um die Reihe 6, 12, 11, 3, 7, 13, 9, 2, 8 zu sortieren, verwendet der Quicksort – Algorithmus 4 Rekursionsschritte.

Aufgabe 14:

Zeichnen Sie ein solches Diagramm für die Sortierung der Reihe  8, 9, 2, 15, 5, 17, 18, 7 aus Aufgabe 2.
Aufgabe 15:

Wie sieht dieses Diagramm aus, wenn man mit dem Quicksort–Algorithmus eine Reihe sortieren will, die bereits sortiert ist? (Verwenden Sie dazu beispielsweise, die Zahlenreihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)

Aufgabe 16:

Anhand der vorhergehenden Aufgaben haben Sie gesehen, dass abhängig von der Wahl der Pivotelemente, der Sortieralgorithmus mehr oder weniger Rekursionsschritte benötigt. Erklären Sie, wann am wenigsten und wann am meisten Rekursionsschritte benötigt werden!

Aufgabe 17:

Konstruieren Sie eine Zahlenreihe mit 7 Zahlen, die beim Sortieren mit dem Quicksor –Algorithmus so wenig Rekursionsschritte wie möglich benötigt.

2.6 Versionen des Quicksort – Algorithmus

Im Abschnitt „Der Algorithmus“ wurde bereits erwähnt, dass es verschiedene Methoden gibt, um das Pivotelement zu bestimmen. Bisher wurde immer das ganz links in der zu sortierenden Zahlenreihe liegende Element als Pivotelement gewählt.

Mit gleichem Recht könnte man aber auch immer das ganz rechts liegende Element als Pivotelement wählen oder dasjenige, das in der Mitte der Reihe liegt. Diese letzte Variante hat den Vorteil, dass bereits vorsortierte Zahlenreihen nicht zur maximalen Anzahl an Rekursionsschritten führen.

In Aufgabe 17 mussten Sie den Umstand ausnutzen, dass der Quicksort–Algorithmus am wenigsten Rekursionsschritte benötigt, wenn das Pivotelement immer gleich in die Mitte zu liegen kommt. Am besten wäre es deswegen immer den Median als Pivotelement zu bestimmen. Dazu müsste man für die Wahl des Pivotelementes immer zuerst den Median bestimmen. Dies benötigt aber auch Zeit und macht den Algorithmus komplizierter. 

Es gibt allerdings eine Variante, die mit relativ wenig zusätzlichen Vergleichen verhindert, dass jeweils das grösste oder kleinste Element gewählt wird. Bei dieser Variante betrachtet man drei Elemente der zu sortierenden Zahlenreihe und wählt dasjenige als Pivotelement, dessen Wert in der Mitte liegt. Diese drei Elemente können die drei ersten, die drei letzten oder das erste, das mittlere und das letzte Element oder eine beliebige sonstige Auswahl sein.

Eine weitere Variante basiert auf dem Zufallsprinzip. Hier wird das Pivotelement mit einem Zufallsgenerator gewählt. Damit wird die Wahrscheinlichkeit, dass man immer das kleinste oder grösste Element der Reihe wählt, relativ klein.

Bemerkung: Vielleicht haben Sie selbst eine Idee, wie man das Pivotelement auch noch bestimmen könnte.
3 Lernkontrolle

Aufgabe 1:

Sortieren Sie die Zahlenfolge 7, 8, 2, 6, 9 mit dem Quicksort – Algorithmus und bestimmen Sie die Anzahl der Rekursionsschritte.

Aufgabe 2:
Bei den verschiedenen Varianten des Quicksort – Algorithmus wurde eine Methode zur Bestimmung des Pivotelements angesprochen, welche aus drei Elementen eines auswählt. Wie funktioniert diese Methode? Welches ist der schlechtmöglichste Fall, der bei dieser Variante eintreten kann?

4
Lösungen
4.1
Lösungen zu den Übungsaufgaben

Aufgabe 2:

Will man n Karten sortieren, dann können maximal n-1 Karten links oder rechts zu liegen kommen. Dies geschieht dann, wenn auf der ersten Karte die grösste oder kleinste Zahl steht. Dieser Fall ist überhaupt nicht wünschenswert, da das dadurch entstehende Teilproblem nicht viel kleiner ist.

Aufgabe 3:

Dieses Verfahren ist rekursiv, weil die linken und rechten Teilreihen immer wieder mit demselben Verfahren in drei Teilreihen geteilt werden. Dies geschieht solange, bis dies nicht mehr möglich ist.

Aufgabe 4:

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	6
	12
	11
	3
	7
	13
	9
	2
	8


Die Elemente 12, 11, 3 und 2 liegen an der falschen Stelle. Zwei Elemente sind blau eingefärbt. Die 6 sollte an die Stelle a2.
Aufgabe 6:
11 ist das neue Pivotelement. Das erste Element von links, das grösser ist als dieses Pivotelement, ist die 13. Das erste Element von rechts, das kleiner ist als das Pivotelement, ist die 8. 
	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	11
	7
	13
	9
	12
	8



Diese beiden Elemente werden vertauscht. Das nächste Element von links, das grösser ist als das Pivotelement, ist die 12. Das nächste von rechts, das kleiner ist als das Pivotelement, ist die 9. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	11
	7
	8
	9
	12
	13



Die beiden Suchen haben sich überkreuzt, das Pivotelement wird mit dem Element getauscht, das bei der letzten Suche von rechts gefunden wurde, es ist dies die 9. Die 11 liegt nun an der richtigen Stelle. Die rechte Teilreihe wird dadurch in eine linke Teilreihe a3, a4, a5, eine mittlere Teilreihe a6 und in eine rechte Teilreihe a7, a8 geteilt.
	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	9
	7
	8
	11
	12
	13


Als erstes soll wieder die linke Teilreihe a3, a4, a5 sortiert werden. Das neue Pivotelement ist dieses Mal die 9. Das erste Element von links innerhalb der Reihe a3, a4, a5, das grösser ist als die 9, existiert nicht. Das erste Element von rechts, das kleiner ist als das Pivotelement 9, ist die 8. Die beiden Suchen haben sich überkreuzt und das Pivotelement wird mit der 8 vertauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	9
	7
	8
	11
	12
	13



Dadurch entsteht aus der Teilreihe a3, a4, a5 eine linke Teilreihe a3, a4, eine mittlere Teilreihe a5 und eine leere rechte Teilreihe. 
	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	8
	7
	9
	11
	12
	13


Deswegen muss wiederum nur die linke Teilreihe a3, a4 sortiert werden. Man wählt als Pivotelement die 8. Das erste Element von links, das grösser ist als dieses Pivotelement, existiert wiederum nicht. Das erste Element von rechts, das kleiner ist als das Pivotelement, ist die 7. Die beiden Suchen haben sich überkreuzt und die 7 und die 8 werden vertauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	8
	7
	9
	11
	12
	13



Die Teilreihe a3, a4 teilt sich somit in eine linke Teilreihe a3, eine mittlere a4 und eine leere rechte, die man nicht mehr sortieren muss. Somit kann man sich der Teilreihe a7, a8 zuwenden.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	7
	8
	9
	11
	12
	13



Das Pivotelement ist hier 12. Das erste Element von links, das hier grösser ist als 12, ist die 13. Das erste Element von rechts, das kleiner oder gleich dem Pivotelement ist, ist das Pivotelement selbst. Daraus folgt, dass das Pivotelement mit sich selbst vertauscht wird. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	7
	8
	9
	11
	12
	13


Damit wurde die Teilreihe a7, a8 unterteilt in die Teilreihen a7 und a8 und eine leere rechte. Da alle übriggebliebenen Teilreihen nur noch aus einem Element bestehen, ist man fertig.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	2
	3
	6
	7
	8
	9
	11
	12
	13


Aufgabe 7:
Das erste Element links wird zum Pivotelement. 9 ist das erste Element von links, das grösser ist als das Pivotelement und 7 das erste Element von rechts, das kleiner ist.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	8
	9
	2
	15
	5
	17
	18
	7



Die beiden Elemente werden vertauscht. Die nächsten beiden Elemente, die vertauscht werden, sind die 15 und die 5.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	8
	7
	2
	15
	5
	17
	18
	9



Danach kreuzen sich die beiden Suchen. Von rechts wurde die 5 gefunden und deswegen wird die 5 mit dem Pivotelement getauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	8
	7
	2
	5
	15
	17
	18
	9



Danach hat man die drei Teilreihen a0, a1, a2 und a3 und a4, …, a7. Bei der linken Teilreihe wird die 5 zum neuen Pivotelement. 7 ist das erste Element von links, das grösser ist als das Pivotelement und 2 das erste von rechts, das kleiner ist als das Pivotelement. 2 und 7 werden getauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	5
	7
	2
	8
	15
	17
	18
	9



Danach überkreuzen sich die beiden Suchen und das Pivotelement wird mit der 2 vertauscht. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	5
	2
	7
	8
	15
	17
	18
	9



Die Reihe a0, a1, a2 wird dadurch in die drei Teilreihen a0 und a1 und a2 geteilt. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	2
	5
	7
	8
	15
	17
	18
	9


Da bei der linken und rechten Teilreihe nur noch ein Element sortiert werden muss, ist die Reihe a0, a1, a2 sortiert. Man kann nun die Teilreihe a4, …, a7 sortieren. 15 wird dabei zum Pivotelement. Das erste Element von links, das grösser als das Pivotelement ist, ist die 17, das erste Element von rechts, das kleiner ist, ist die 9. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	2
	5
	7
	8
	15
	17
	18
	9



Diese beiden Elemente werden vertauscht. Die nächste Suche führt zu einer Überkreuzung und die Elemente 15 und 9 werden vertauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	2
	5
	7
	8
	15
	9
	18
	17



Die 15 steht nun an der richtigen Stelle und teilt die Reihe  a4, …, a7 in die Teilreihen a4 und a5 und a6, a7.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	2
	5
	7
	8
	9
	15
	18
	17


Die Reihe a4 ist bereits sortiert. Bei der rechten Teilreihe a6, a7 wird 18 zum Pivotelement.
	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	2
	5
	7
	8
	9
	15
	18
	17



17 ist das erste Element von rechts, das kleiner ist als das Pivotelement. Das Element von links, das grösser ist als das Pivotelement existiert nicht. Deswegen wird das kleinere Element mit dem Pivotelement getauscht. Danach ist die ganze Reihe sortiert.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	2
	5
	7
	8
	9
	15
	17
	18


Aufgabe 8:
Der Algorithmus 1 bewirkt, dass die Zahlenfolge a0, …, an-1 umsortiert wird. Betrachten wir die Vorgehensweise des Algorithmus anhand eines Beispiels wird uns schnell klar, was der Algorithmus bewirkt.

Beispiel: 5,8,13,2,6,1,7,3

Der Algorithmus setzt nun pivot=0, i=1 und j=7. Dann sucht er von links das erste Element, das grösser als das Pivotelement ist. Dies findet er bei i=1, es ist a1=8. Weiter sucht der Algorithms von rechts her das erste Element, das kleiner ist als das Pivotelement. Er findet es bei j=7, es ist a7=3. 

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	5
	8
	13
	2
	6
	1
	7
	3



Als nächster Schritt vertauscht der Algorithmus die zwei soeben gefundenen Elemente. 
Da 1≤7 (i≤j) fährt der Algorithmus fort und findet als nächstes Element a2=13 von links und a5=1. Auch diese beiden Elemente werden vertauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	5
	3
	13
	2
	6
	1
	7
	8



Nun ist i=2 und j=5 und somit immer noch i≤j. Die beiden nächsten Elemente werden gesucht. Der Algorithmus findet nun a4=6 und a3=2 mit i=4 und j=3.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	5
	3
	1
	2
	6
	13
	7
	8


Da nun j<i werden die beiden Elemente nicht mehr vertauscht und auch der Suchprozess wird abgebrochen. Nun stehen alle Elemente, die kleiner gleich sind als das Pivotelement links und alle, die grösser sind, rechts in der Zahlenfolge. Wir können die Ausgabe also folgendermassen umschreiben:

Ausgabe: Umordnung der Zahlenfolge, sodass alle Elemente a0, …, aj kleiner gleich dem Element apivot (= a0) sind und alle Elemente aj+1, …, an-1 grösser gleich dem Element apivot sind.

Aufgabe 9:

	Algorithmus 1

	Eingabe:
Zahlenfolge a0, …, an-1 mit n Elementen

Ausgabe:
Umordnung der Zahlenfolge, sodass alle Elemente a0, …, aj kleiner


gleich dem Element apivot (a0) sind und alle Elemente aj+1, …, an-1 grösser


gleich dem Element apivot sind.

	pivot = 0; i = 1; j = n-1; 

while (i ≤ j) {

while (ai < apivot) {
solange ai kleiner ist als apivot hat man das erste 


i=i+1; 
Element, das grösser ist als apivot, nicht gefunden

}

und erhöht i um eins.

while (aj > apivot) {
analog in die andere Richtung



j=j-1;

}

if(i ≤ j) {


Vertausche ai und aj;


i= i+1; j= j-1;
nach dem man zwei Elemente getauscht hat, 


}

sucht man nach den nächsten Elementen, die
}


vertauscht werden, dazu setzt man i=i+1 u. j=j-1


Aufgabe 10:
Damit das Pivotelement an die richtige Stelle getauscht wird, muss mit dem richtigen Element getauscht werden. Sobald man aus der „while(i≤j)“ - Schlaufe austritt, hat man die Stelle im Algorithmus erreicht, wo sich die Suche von links und die Suche von rechts überkreuzt haben (j<i). aj ist nun das Element, das bei der Suche von rechts gefunden wurde und kleiner ist als das Pivotelement, es muss mit dem Pivotelement vertauscht werden. Dies kann innerhalb des If- Befehls ergänzt werden, indem man ihn zu einer If-else- Bedingung umwandelt. Der Algorithmus lautet dann: 

	Algorithmus 2

	Eingabe:
Zahlenfolge a0, a1, …, an-1 mit n Elementen

Ausgabe:
Umsortierte Zahlenfolge a0, … ai, apivot, ai+2, … an-1, sodass alle


Elemente a0, …, ai kleiner gleich dem Element apivot sind und alle


Elemente ai+2, …, an-1 grösser gleich dem Element apivot sind.



	pivot = 0; i = 1; j = n-1;
while (i ≤ j) {

while (ai < apivot){
solange ai kleiner ist als apivot hat man das erste 


i=i+1; 
Element, das grösser ist als apivot, nicht gefunden

}

und erhöht i um eins.

while (aj > apivot){
analog in die andere Richtung



j=j-1;

}

if (i ≤ j) {


Vertausche ai und aj;


i= i+1; j= j-1;
nach dem man zwei Elemente getauscht hat, 


}

sucht man nach den nächsten Elementen

else {


Vertausche aj und apivot

}
}





Aufgabe 11:
Das Einzige, das man ändern müsste, wäre die erste Zeile. Sie lautet dann:

pivot = 0; i = 1; j = j-1           bzw.            pivot = j+1; i = j+2; j = n-1 .
Aufgabe 12:

Quicksort(a0, …, an-1, von ,j-1);

Quicksort(a0, …, an-1, j+1 ,bis);

Aufgabe 13:

Die If-Bedingung verhindert unsinnige Aufrufe. Zudem würde der Algorithmus nie abbrechen, gäbe es diese Bedingung nicht. So aber wird gestoppt, wenn eine Teilreihe erreicht wird, die nur aus einem oder keinem Element besteht, da bei solchen Teilreihen die Werte von von und bis die Ungleichung nicht mehr erfüllen.

Aufgabe 14:


Das Sortieren dieser Zahlenreihe benötigt nur drei Rekursionsschritte.

Aufgabe 15:
Das Diagramm sieht folgendermassen aus:


Aufgabe 16:
Im schlechtesten Fall wird das Pivotelement immer so gewählt, dass es gerade das grösste oder das kleinste Element der Liste ist. 

Im besten Fall wird das Pivotelement so gewählt, dass die entstehenden Teilreihen immer gleich lang sind.

Aufgabe 17:

Die Zahlenreihe muss so konstruiert werden, dass immer die mittlere Zahl (Median) als Pivotelement gewählt wird. Eine von vielen möglichen Lösungen lautet:

4, 3, 1, 2, 6, 7, 5.

4.2
Lösungen der Lernkontrolle

Aufgabe 1:
	a0
	a1
	a2
	a3
	a4

	7
	8
	2
	6
	9


7 ist das erste Pivotelement. Das erste Element von links, das grösser ist als das Pivotelement, ist die 8. Das erste Element von rechts, das kleiner ist als die 7, ist die 6. Diese beiden Elemente werden getauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4

	7
	6
	2
	8
	9


Danach überkreuzen sich die beiden Suchen, das Pivotelement wird an seinen richtigen Platz getauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4

	2
	6
	7
	8
	9


7 liegt danach an der richtigen Stelle. Danach wird 2 zum Pivotelement der linken Teilreihe. Das erste Element von links, das grösser ist als 2, ist die 6, das erste Element von rechts, das kleiner oder gleich dem Pivotelement ist, ist die 2 selbst. Die beiden Suchen haben sich gekreuzt. Das Pivotelement wird mit sich selbst getauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4

	2
	6
	7
	8
	9


Danach wird 6 zum Pivotelement, diese Teilreihe besteht nur aus einem Element und ist deswegen bereits sortiert.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4

	2
	6
	7
	8
	9


Mit der rechten Teilreihe funktioniert es genau gleich. 8 wird zum Pivotelement.
Das erste Element von links, das grösser ist als dieses Pivotelement, ist die 9. Das erste Element von rechts, das kleiner oder gleich dem Pivotelement ist, ist die 8 selbst. Deswegen wird das Pivotelement mit sich selbst getauscht.

	a0
	a1
	a2
	a3
	a4

	2
	6
	7
	8
	9


Danach wird 9 zum Pivotelement und da es sich auch hier um eine Reihe mit genau einem Element handelt, ist auch diese Teilreihe bereits sortiert.

Das Diagramm sieht also folgendermassen aus:


Man benötigt 2 Rekursionsschritte.
Aufgabe 2:
Es werden drei verschiedene Elemente angeschaut und dasjenige als Pivotelement gewählt, dessen Wert in der Mitte liegt. Die Auswahl dieser drei Elemente ist beliebig. Mit dieser Methode wird verhindert, dass das kleinste oder grösste Element zum Pivotelement wird. Der schlechteste Fall tritt ein, wenn immer das zweitgrösste oder zweitkleinste Element zum Pivotelement wird. 

5
Kapiteltest
Aufgabe 1:
Wie heissen die beiden Konzepte auf denen der Quicksort–Algorithmus basiert? Erklären Sie diese und beschreiben Sie, wo diese beim Quicksort – Algorithmus auftreten.

Aufgabe 2:
Was muss an dem untenstehenden Quicksort – Algorithmus verändert werden, um die Variante des Algorithmus zu bekommen, die immer das letzte Element als Pivotelement wählt?
	Quicksort (a0, …, an-1, von, bis)

	Eingabe:
Zahlenfolge a0, a1, …, an-1 mit n Elementen, von, bin

Ausgabe:
Umsortierte Zahlenfolge a0, …, an-1, sodass ak  ≤ ak+1, für alle 0  ≤ k  ≤ n-2

	1 if (von < bis) {
2
pivot = von; i = von+1; j = bis;
3
while (i ≤ j) {
4

while (ai < apivot) {
 
5


i=i+1; 

6

}


7

while (aj > apivot){

8


j=j-1;
9

}
10

if (i ≤ j) {
11


Vertausche ai und aj;
12


i= i+1; j= j-1;

13

}


14

else {
15


Vertausche aj und apivot
16

}
17
}
18
Quicksort (a0, …, an-1, ?, ?);

19
Quicksort (a0, …, an-1, ?, ?);

20 }


Aufgabe 3:
Entwerfen Sie eine Zahlenreihe mit 6 Elementen, die beim Sortieren mit dem Quicksort – Algorithmus 4 Rekursionsschritte benötigt und nachfolgendes Diagramm ergibt.


6
Lösungen des Kapiteltests

Aufgabe 1:

Die beiden Konzepte heissen Rekursion und Divide and Conquer.

Der Quicksort-Algorithmus ist rekursiv, weil der Algorithmus sich selbst wieder aufruft. Dies sehen wir im Quicksort-Algorithmus (S.12) in den Zeilen 18 und 19.

Das zweite Konzept Divide and Conquer teilt ein kompliziertes Problem in kleinere, weniger komplizierte Teilprobleme. Auch dies können wir im Algorithmus bei den Aufrufen des Quicksort-Algorithmus in Zeile 18 und 19 beobachten. Der Quicksort-Algorithmus soll nun nicht mehr auf die ganze Zahlenfolge, sondern jeweils nur noch auf eine Teilfolge angewandt werden. Diese Teilfolge ist kürzer und das Problem deswegen weniger kompliziert.

Aufgabe 2:
Nur die Zeile 2:
pivot = bis; i = von; j = bis-1

Der Rest bleibt gleich.

Aufgabe 3:
Es gibt viele mögliche Lösungen. Eine davon ist die Zahlenreihe 1, 6, 2, 3, 5, 4.
p





p





Quicksort





Leitprogrammartige Unterrichtsunterlagen�von Corinne Brunner








Inhalt:


Verfahren zum Sortieren und Suchen spielen eine zentrale Rolle in der Algorithmik, sie bilden wichtige Bestandteile in umfassenden Software-Lösungen.


Eines der schnellsten Sortierverfahren ist der Quicksort–Algorithmus. Er ist Thema dieses Leitprogramms.








Unterrichtsmethode: Leitprogrammartge Unterrichtsunterlagen


Das Leitprogramm ist ein Selbststudienmaterial. Es enthält alle notwendigen Unterrichtsinhalte, Übungen, Arbeitsanleitungen und Tests, welche die Schüler/innen brauchen, um ohne Lehrperson lernen zu können. Die folgenden Unterlagen nehmen Elemente des Leitprogramms auf. 





Fachliches Review:


Juraj Hromkovic, Informationstechnologie und Ausbildung, ETH Zürich 





Fachdidaktisches Review:


Juraj Hromkovic, Informationstechnologie und Ausbildung, ETH Zürich 





Publiziert auf EducETH:


7. Juli 2008





Rechtliches:


Die vorliegende Unterrichtseinheit darf ohne Einschränkung heruntergeladen und für Unterrichtszwecke kostenlos verwendet werden. Dabei sind auch Änderungen und Anpassungen erlaubt. Der Hinweis auf die Herkunft der Materialien (ETH Zürich, EducETH) sowie die Angabe der Autorinnen und Autoren darf aber nicht entfernt werden.





Publizieren auf EducETH?


Möchten Sie eine eigene Unterrichtseinheit auf EducETH publizieren? Auf folgender Seite finden Sie alle wichtigen Informationen: � HYPERLINK "http://www.educeth.ch/autoren" ��http://www.educeth.ch/autoren�





Weitere Informationen:


Weitere Informationen zu dieser Unterrichtseinheit und zu EducETH finden Sie im Internet unter http://www.educ.ethz.ch oder unter http://www.educeth.ch.











� Die Redewendung stammt aus der Politik und meint, dass man seine Gegner unter sich entzweien (teilen) soll, um selber besser zu herrschen. Die Herkunft ist ungeklärt, oft wird ihre Erfindung dem makedonischen König Phillip II (4. Jh. v. Chr. zugeschrieben.





PAGE  

